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département AMA (Analyses Mécaniques et Acoustiques).
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1.3 Superposition fréquence/température . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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5.7 Prédiction selon un paramètre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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5.29 Quelques vecteurs d’une base d’expansion . . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.30 Validation expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148



Liste des tableaux
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[0] : matrice de zéros
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F : fréquence propre

– Indices & Exposants

⋄T : transpose l’élément

⋄X : qui fait référence à la structure X

⋄xy : restriction d’une matrice aux indices (x,y)

⋄x : restriction d’un vecteur aux indices x

⋄x×y : taille de l’élément x lignes y colonnes





Introduction

Contexte

La demande croissante d’énergie électrique en France conduit EDF à construire
de nouveaux moyens de production, comme l’EPR de FLAMANVILLE, mais aussi à
faire ses meilleurs efforts pour sécuriser la production du parc de centrales électriques
existant.

Au sein des unités de production, on peut dénombrer des matériels (moteurs,
pompes, tuyauteries, générateurs, transformateurs...) qui, du fait de conditions d’ex-
ploitation particulièrement sévères, d’une conception peu optimisée ou sous l’effet du
vieillissement voient leur niveau vibratoire évoluer défavorablement au cours du temps.
Lorsque les niveaux vibratoires atteignent des seuils jugés préjudiciables pour la tenue
du matériel, l’arrêt de la machine est déclenché. Les lourdes pertes d’exploitation qui
peuvent en résulter justifient largement l’étude et la mise en œuvre rapide de solutions
pour restaurer un état vibratoire acceptable de la machine défectueuse.

Avant d’en arriver au remplacement complet de la machine, solution ultime,
forcément onéreuse et nécessitant des délais d’approvisionnement parfois très impor-
tants (plusieurs mois voire plusieurs années pour des machines qui n’ont plus cours sur
le marché) on préfère tenter de corriger le comportement vibratoire de la machine par
des modification mécaniques extérieures (ajout de raidisseurs, de masses, de matériaux
amortissants).

Le dimensionnement et l’optimisation de tels dispositifs de correction vibratoire sont
à la portée d’un bon bureau d’études pour autant qu’il dispose des plans de conception
et d’un temps suffisamment long pour modéliser, avec un logiciel aux éléments finis, la
structure à modifier.

Ces deux conditions ne sont en général pas réunies pour les problèmes vibratoires
auxquels EDF doit faire face :

– EDF est rarement le concepteur des matériels qu’il exploite ; il n’en a donc qu’une
connaissance approximative,

– les délais demandés pour aboutir à une solution efficace sont parfois de quelques
semaines, au mieux de quelques mois.

Ces contraintes ont naturellement conduit, ces dernières années, EDF à développer
des méthodes de correction vibratoires originales, appelées méthodes de modification
structurale. La particularité de ces méthodes est de s’appuyer autant que possible sur
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des relevés vibratoires expérimentaux pour décrire le comportement dynamique de la
structure à modifier : seules les modifications apportées à la structure font l’objet d’une
modélisation explicite. On fait ainsi l’économie de la construction d’un modèle précis
de l’installation, pour représenter son comportement dynamique, ce qui apporte un
gain de temps considérable et ce qui permet, eu égard à la faible connaissance qu’on a
de l’installation, d’avoir une description souvent plus fidèle de la réalité.

Des outils permettant de prédire l’effet d’un couplage mécanique entre une struc-
ture et une modification existaient déjà depuis de nombreuses années. Cependant, ces
méthodes de modification structurale (qu’on qualifiera ici par commodité de classiques)
nécessitaient souvent l’utilisation de données expérimentales particulières, notamment
des mesures précises de la future interface de raccordement entre la structure initiale
et sa modification.

Corus [16], dans le cadre d’une thèse financée par EDF a fortement amélioré les
performances des méthodes de modification structurale dites modales, à l’aide de tech-
niques de réduction et d’expansion de modèles pour s’affranchir de ce besoin.

Motivation de la thèse

Les développements proposés par Corus, qui concernaient uniquement des modi-
fications en masse ou en raideur, ont permis d’apporter des solutions à de nombreux
problèmes vibratoires, notamment ceux qui sont liés à l’accrochage d’un mode propre
de la structure par une raie harmonique excitatrice (comme celle qui résulte du balourd
d’une machine tournante). Ces modifications, en jouant sur le décalage fréquentiel du
comportement de la structure permettent d’éviter la cöıncidence avec la raie excitatrice.

En revanche, les problèmes dus à des excitations large bande sont difficiles à
résoudre par ces méthodes. Le décalage fréquentiel à produire pour éloigner les modes
propres de la bande excitée peut être trop important pour être réalisable.

Les cas de forte densité modale rendent également la méthode par raidissement ou
ajout de masse délicate à mâıtriser, car le risque de créer d’autres problèmes vibratoires
(accrochage d’un autre mode) existe.

Enfin, EDF est confronté à des problèmes vibratoires associés à des excitations
harmoniques pour lesquels les modifications en masse ou en raideur n’apportent pas
de solutions stables dans le temps. Des dérives lentes du comportement sont observées.
Cela nécessite une maintenance très régulière et un ajustement incessant des modifi-
cations apportées.

Pour résoudre ces problèmes particuliers, un autre principe de modification est donc
envisagé : l’apport d’un amortissement, à l’aide de modifications dissipatives ciblées
sur les modes excités, doit permettre la diminution du niveau vibratoire pour l’éloigner
sensiblement des seuils d’alerte.
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Objectifs et contenu de la thèse

Le premier objectif de la thèse est de proposer une démarche de dimensionnement
de dispositifs dissipatifs adaptés au type de structures exploitées par EDF. Les dis-
positifs envisagés font appel à des matériaux viscoélastiques qui ont un fort potentiel
amortissant. La démarche de dimensionnement, délibérément conçue pour être mise
en œuvre avec les outils classiques d’un bureau d’étude (analyse modale expérimentale
et code mécanique des structures aux éléments finis) est exposée dans les 3 premiers
chapitres de la thèse.

Dans le premier chapitre, on donne des éléments théoriques sur le comportement
intrinsèque des matériaux amortissants et on décrit quelques règles simples de mise en
œuvre de ces matériaux sur différents types de dispositifs amortissants. Les essais de
caractérisation du tirant amorti proposé au chapitre 3 sont par ailleurs détaillés.

Dans le chapitre 2, on rappelle les outils théoriques et les modèles de calcul permet-
tant de modéliser les structures amorties en dynamique. On étudie en particulier les
méthodes de réduction de modèles viscoélastiques et démontre, à travers des exemples,
que la base des modes élastiques doit être complétée par une correction statique cor-
respondant aux efforts viscoélastiques pour obtenir une prédiction correcte.

C’est dans le troisième chapitre qu’on trouve à proprement parler l’étude de dimen-
sionnement vibratoire. Dans un premier temps, on justifie le choix d’un démonstrateur
expérimental et sa représentativité par rapport aux structures qu’EDF envisage
d’amortir. On caractérise ensuite le comportement dynamique de ce démonstrateur
par des essais d’analyse modale expérimentale. Un modèle aux éléments finis de la
structure à amortir est alors réalisé. Ce modèle permet de simuler et d’optimiser l’ef-
fet d’une modification dissipative. On propose également des moyens simples pour
prendre en compte la variation de la température du matériau sous l’effet de la dis-
sipation d’énergie. La dernière étape consiste à réaliser concrètement la modification
dissipative sur le démonstrateur, d’en mesurer expérimentalement les performances,
performances qu’on compare enfin à celles prédites par la modélisation numérique.

Le deuxième objectif de la thèse est de proposer et de mettre au point une méthode
de calcul permettant d’accélérer la démarche précédente grâce à l’utilisation d’une tech-
nique de modification structurale. La technique proposée ici est dérivée de la méthode
LMME, bilan des développements réalisés par Corus, mais elle permet, en plus, de
prendre en compte l’introduction de modifications dissipatives. Les deux derniers cha-
pitres de la thèse sont consacrés à la présentation et à l’étude des performances de
cette nouvelle méthode.

Le chapitre 4 fait une revue bibliographique des différentes méthodes classiques de
modification structurale, formulation par couplage d’impédance et formulation modale,
et donne les outils qui ont permis de développer la méthode LMME dans un cadre de
structures non ou faiblement amorties.

Dans le dernier chapitre, on étend le cadre d’application de la méthode LMME à des
cas de modifications fortement dissipatives. À travers un premier exemple faiblement
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amorti, on montre que la méthode LMME initialement proposée appliquée dans le cadre
de la MSE [78] est équivalente à la méthode LMME amortie. Un deuxième exemple,
basé sur le cas test défini au chapitre 3, illustre les capacités de la méthode amortie à
prédire l’effet de modifications très amorties. Une étude de robustesse de la méthode
est alors proposée, puis une étude expérimentale permet de valider l’application de la
méthode LMME amortie.



Chapitre 1

Matériaux viscoélastiques et
dispositifs amortissants

L’amortissement des vibrations des structures est un problème présent dans tous
les domaines de l’industrie. Les solutions d’amortissement vont des dispositifs passifs
(introduction de frottement ou intégration de matériaux viscoélastiques, par exemple)
au contrôle actif grâce à des matériaux piézoélectriques.

Dans ce chapitre, on se concentre sur les matériaux viscoélastiques et la descrip-
tion de leur comportement (section 1.1), puis sur leur utilisation dans des dispositifs
amortissants (section 1.2).

1.1 Modèles de matériaux dissipatifs

Les matériaux viscoélastiques ont des caractéristiques d’amortissement
intéressantes. Pour de nombreux matériaux viscoélastiques, la viscoélasticité linéaire
(section 1.1.1) permet une description simple de cet amortissement.

De nombreux facteurs d’environnement (section 1.1.2), notamment la température,
sont très influents sur le comportement de ces matériaux. L’introduction de variables
réduites (section 1.1.3) permet cependant de décrire simplement cette forte dépendance
du comportement. Différents modèles de représentation sont donnés en section 1.1.4.

Enfin la section 1.1.5 donne une liste non exhaustive de propriétés de certains
élastomères pouvant orienter le choix de tel ou tel matériau viscoélastique.

1.1.1 Viscoélasticité linéaire

La viscoélasticité linéaire est définie par le fait que les contraintes sont des fonctions
linéaires de l’histoire des déformations. Cela se traduit par l’existence d’une fonction
de relaxation [81]
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σ(t) =

∫ 0

−∞

ǫ(t− τ)h(τ)dτ (1.1)

Dans le domaine de Laplace, c’est équivalent à l’existence d’un module Λ complexe
tel que

σ(s) = Λ(s)ǫ(s) = (Λ
′

(s) + iΛ
′′

(s))ǫ(s) (1.2)

On peut donc envisager de résoudre les problèmes de viscoélasticité en considérant
des problèmes d’élasticité équivalents avec un module complexe dépendant de la
fréquence. C’est le principe d’équivalence élastique/viscoélastique décrit dans [81].

Pour les matériaux isotropes et homogènes, Λ est complètement décrit par un mo-
dule d’Young E∗ et un coefficient de Poisson ν∗ complexes. Leur mesure séparée pose
cependant des problèmes expérimentaux très significatifs. La pratique est donc de me-
surer le module d’Young E∗, ou le module de cisaillement G∗, et de supposer un coeffi-
cient de Poisson ν∗ constant. Très peu de données sont par ailleurs disponibles sur les
variations de ν∗ avec la fréquence ; on sait principalement dire qu’il diminue lorsque la
fréquence augmente [76],[67].

Dans le domaine fréquentiel, si on considère le module d’Young dans les cas de
traction compression, l’équation précédente s’écrit

σ(ω) = E∗(ω)ǫ(ω) = [E
′

(ω) + iE
′′

(ω)]ǫ(ω) = E
′

(ω)[1 + iη(ω)]ǫ(ω) (1.3)

On appelle module de stockage la partie réelle E
′

(ω) = Re(E∗(ω)) et facteur de

perte le rapport partie imaginaire sur partie réelle η(ω) = Im(E∗(ω))
Re(E∗(ω))

= E
′′

E′ .

A chaque fréquence, le module complexe décrit une relation contrainte/déformation
elliptique

σ = Re(E∗ǫ0e
iωt) = Re(E

′

(1 + iη)ǫ0e
iωt) = E

′

ǫ0(cosωt− η sinωt) (1.4)

montrée en figure 1.1.
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Fig. 1.1 – Cycle contrainte/déformation elliptique pour un matériau viscoélastique
linéaire dans le cas d’une excitation harmonique.

Le nom facteur de perte traduit le fait que η correspond au ratio de l’énergie dissipée
par unité de volume Ed sur un cycle de déformation par 2π fois l’énergie potentielle

maximale Ep = E
′ ε2

0

2

Ed =

∫ T

0

σε̇0dt = E
′

ηε2
0ω

∫ 2π
ω

0

sin2 ωtdt = πE
′

ηε2
0 = η2πEp (1.5)

La forme de l’ellipse qui décrit un cycle d’hystérésis change avec l’évolution du
facteur de perte η. Plus le facteur η est grand, plus l’énergie dissipée Ed est grande et
plus la surface de l’hystérésis est importante.

Par analogie, on peut écrire le même type de relations pour le module de cisaille-
ment,

σS(ω) = G∗(ω)ǫS(ω) = [G
′

(ω) + iG
′′

(ω)]ǫS(ω) = G
′

(ω)[1 + iηS(ω)]ǫS(ω). (1.6)

La relation entre G
′

et E
′

est habituelle

E
′

= 2(1 + ν)G
′

, (1.7)

et η ≈ ηS, de telle manière que la partie imaginaire de ν est très petite.
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1.1.2 Facteurs d’environnement

On observe expérimentalement que les propriétés des matériaux amortissants
dépendent non seulement de la fréquence mais également de la température T ,
de la pré-déformation statique ǫ0 (ou précontrainte statique) et d’autres facteurs
d’environnement.

La température est le facteur d’environnement ayant le plus d’influence sur les
caractéristiques des matériaux viscoélastiques [67]. En fonction de la température, les
matériaux viscoélastiques peuvent se présenter dans quatre états différents montrés en
figure 1.2 :

– l’état vitreux (a),
– l’état de transition (b),
– l’état caoutchouteux (c) et
– l’état fluide (d),

correspondant chacun à une zone de température donnée. Selon le matériau considéré,
la température ambiante peut se trouver dans l’une des quatre régions. Pour les
mélanges de polymères, chaque polymère peut se retrouver dans une zone différente,
ce qui rend l’étude de tels matériaux difficile.

Fig. 1.2 – Variation du module de stockage E ′ et du facteur de perte η d’un matériau
viscoélastique en fonction de la température à fréquence constante.

Dans la première zone (a) associée aux températures les plus faibles, le matériau
est dans son état vitreux caractérisé par un module de stockage atteignant sa valeur
maximale et variant peu avec la température. Le facteur de perte est très faible et
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augmente rapidement avec la température. Les déformations du matériau sont alors
très faibles. La zone de transition (b) est caractérisée par un module décroissant
fortement avec la température et un facteur de perte présentant son maximum au
milieu de la zone (température de transition vitreuse Tg qui dépend de la fréquence).
Dans la région caoutchoutique (c), le module de stockage et le facteur de perte
sont tous deux caractérisés par des valeurs relativement faibles variant peu avec la
température. La quatrième région (d) correspond à un état fluide du matériau. Cet
état est très peu considéré dans les études de conception en raison de son instabilité.
De plus, pour beaucoup de matériaux, cette région n’est pas définie.

Dans l’objectif d’amortir les vibrations, il est utile de solliciter les matériaux au
voisinage de la zone de transition (b). Ce choix est motivé par les variations du facteur
de perte η qui atteint son maximum dans cette zone, permettant ainsi une utilisation
optimale des propriétés amortissantes du matériau viscoélastique.

Pour les élastomères, ν ≈ 0, 5 dans la zone (b) [67], et donc l’équation (1.7) donne
E ≈ 3G. Pour les plus basses températures (zone (a)), l’élastomère est beaucoup plus
raide et ν ≈ 0, 33. Il n’existe cependant que très peu de données sur la variation de ν
en fonction de la fréquence et de la température.

1.1.3 Fréquences et variables réduites

En décalant en fréquence les courbes donnant les propriétés du matériau en fonction
de la fréquence à différentes températures, elles tendent à se superposer et à décrire
une courbe continue [82], [52]. Cette propriété a motivé l’introduction de la notion de
fréquence réduite ω̂ = α(T )ω associée à une description du module sous la forme

E∗(ω, T ) = Ê(ω̂) = Ê ′(ω̂)[1 + iη̂(ω̂)](1.6) (1.8)

où les grandeurs Ê et αT = α(T ) sont respectivement appelées courbe mâıtresse
et facteur de décalage en température. Il s’agit de l’hypothèse de superposition
fréquence/température [67], qui s’applique à beaucoup de matériaux viscoélastiques
linéaires.

Les données du module de stockage Ê ′, du facteur de perte η̂, du facteur de décalage
en température αT rendent donc possible une représentation complète du module com-
plexe en fonction de la fréquence et de la température. Dans le cas de la figure 1.3,
le décalage en température a été évalué pour garantir le recollement des courbes de
module de stockage et de facteur de perte pour chaque petite bande de fréquence à
différentes températures du BI2F.



1.1 Modèles de matériaux dissipatifs 10

Fig. 1.3 – Module de stockage et facteur de perte du BI2F en fréquence réduite -
T ∈ [0 − 50]◦C, [52].

L’allure du facteur de décalage utilisé pour construire les courbes de la figure 1.3
est donnée par la figure 1.4.

Fig. 1.4 – Facteur de décalage en température αT du BI2F, [52].

L’hypothèse de superposition fréquence/température n’est pas toujours satisfaite.
Dans le cas de matériaux non homogènes, l’hypothèse ne s’applique pas forcément,
même dans la zone de transition [40], en particulier pour les mélanges de polymères
(assemblage de deux polymères au niveau des liaisons chimiques, ceci crée un nouveau
polymère au motif alterné) ou les polymères chargés (les charges sont des éléments
organiques et inorganiques d’environ 10 microns qui sont ajoutés au polymère). Pour un
assemblage de deux polymères par exemple, à une température donnée, les polymères
peuvent se trouver dans deux états différents. La méthode des variables réduites ne peut
pas s’appliquer lorsque deux transitions de nature différente (par exemple une transition
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secondaire et la transition vitreuse) se chevauchent, à la fréquence considérée, sur une
même plage de température. Dans ce cas, les deux types de processus moléculaires mis
en jeu ne présentent pas la même dépendance en fréquence.

Parmi les autres facteurs influant sur le comportement amortissant, la précontrainte
statique ǫ0 est importante. Il peut, là aussi, être possible d’introduire un facteur de
décalage αǫ0 = α(ǫ0) pour tenir compte de ce nouveau facteur d’environnement [52].

1.1.4 Représentation

Les essais conduisent à une représentation sous forme de table (loi tabulée) du mo-
dule complexe en fréquence réduite αTω ou αǫ0ω, mais également du facteur de décalage
en température αT et en précontrainte αǫ0 aux températures T et aux précontraintes
ǫ0. Pour connâıtre le module en un point de fonctionnement arbitraire (ω, T , ǫ0), on
interpole ou extrapole les valeurs expérimentales du facteur de décalage pour trouver
la fréquence réduite, puis on interpole ou extrapole le module sur la courbe mâıtresse.

L’interpolation se déroule en deux étapes. On effectue d’abord une interpolation
linéaire du logarithme du facteur de décalage logαT ou logαǫ0 pour connâıtre sa valeur
au point de température T ou de précontrainte ǫ0 désiré. On en déduit la fréquence
réduite associée αTω ou ǫ0ω. On réalise alors une interpolation du logarithme des parties
réelles et imaginaires du module complexe logE′(ω) et logE′′(ω) en ces nouvelles valeurs
de fréquence réduite.

L’avantage d’une représentation non-paramétrique de la loi de comportement est
de permettre la représentation de comportements généraux fortement dépendants de
la fréquence et de la température/précontrainte sur une large gamme. De plus, l’utili-
sation directe des données permet de contourner des étapes de choix de représentation
et d’identification des paramètres. Dans la mesure où l’ensemble des calculs de concep-
tion peuvent être réalisés en utilisant des interpolations numériques, la représentation
tabulée est la plus générale.

Cependant, il est parfois intéressant de disposer d’une description analytique. On
cherche ainsi à approcher le comportement viscoélastique par un modèle analytique
simple, i.e. qui possède peu de paramètres.
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(a) (b) (c) (d) (e)

Fig. 1.5 – Modèle d’amortissement à deux ou trois paramètres : (a) Modèle de Max-
well ; (b) Modèle de Kelvin-Voigt ; (c) Amortissement hystérétique (Structural) ; (d)
Modèle de Zener ; (e) Modèle de Poynting.

La première idée consiste à utiliser des modèles rhéologiques (association de masse,
ressort et amortisseur visqueux élémentaires qui décrivent la relation entre contrainte
et déformation). Le modèle à trois paramètres exposé en figure 1.5 (Modèle de Zener,
encore appelé solide viscoélastique standard) reprend les caractéristiques principales
trouvées sur les matériaux réels : asymptotes haute et basse fréquence, maximum de
dissipation à la fréquence de plus grande pente de variation du module. Le module
complexe de ce modèle qui comprend un élément élastique de module E en parallèle
avec deux autres éléments (un élément élastique E ′ et un élément visqueux C) s’écrit

E(ŝ) = E +
E − E

1 + ŝ/ωj

(1.9)

où E représente l’asymptote basse fréquence, l’asymptote haute fréquence E est égale

à E + E ′ et la fréquence où le maximum de dissipation est atteint ωj

√

E/E est reliée

au temps de relaxation τ = 1/ωj = C/E′.

On peut améliorer la précision du modèle en utilisant des formulations plus
élaborées.

Des exemples de représentation analytique approchée sont les modèles à dérivées
fractionnaires qui proposent l’utilisation de puissances non entières de ŝ = iω̂, ce qui
permet une représentation fréquentielle dont la pente est arbitraire [1], [76], [67].

Le modèle décrit par (1.10) et (1.11)est un exemple de modèle à 4 paramètres.

E(ŝ) = E + E

(

1 −
1

1 + (βŝ)n

)

(1.10)

η(ŝ) =
nπE(βŝ)n

2E(ŝ)(1 + (βŝ)n)2
(1.11)

où les modules haute et basse fréquences, respectivement E et E, sont déterminés
facilement. Les coefficients β et n permettent d’ajuster la fréquence du maximum de
dissipation et les pentes du module de stockage et du facteur de perte.
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1.1.5 Choix des matériaux

Dans [67], sont répertoriés quelques nomogrammes qui permettent de choisir le
matériau viscoélastique adéquat. Au-delà de ces propriétés plus ou moins marquées
en fonction du type de caoutchouc, certains élastomères ont des caractéristiques
spécifiques qui rendent leur usage particulièrement intéressant dans certaines condi-
tions d’environnement [15]. A titre d’exemple, on peut citer :

– bonnes propriétés mécaniques (NR -Natural Rubber-, CR -chloroprène-...),
– résistance aux hautes températures et à différents produits chimiques (silicone,

ACM -polyacrylique-, AEM -caoutchouc d’acrylate d’éthyle ou d’autres acry-
lates et d’éthylène-, CM -Polychoroéthylène-, CSM -Polyéthylène chlorosulfoné-,
HNBR -caoutchouc butadiène-nitrile acrylique hydrogéné-, FKM -Fluorés-...),

– résistance aux basses températures (silicone, BR -polybutadiène-...),
– résistance aux huiles et carburants... (NBR -butadiène-nitrile acrylique-, ECO

-épichlorhydrine copolymère-...),
– résistance à l’ozone (caoutchoucs saturés comme EPDM -ethylene-propylene

terpolymer-, CM, CSM...),
– résistance à l’abrasion (SBR -styrène-butadiène- et BR renforcés par des

charges...).
Il n’existe pas d’élastomère « idéal » remplissant toutes les fonctions souhaitées. On

parlera toujours de compromis de propriétés. Le choix du bon matériau est donc une
étape extrêmement importante dans les phases de conception des produits.

1.2 Dispositifs amortissants

Dans cette section, on s’intéresse à l’utilisation de matériaux viscoélastiques pour
la conception de dispositifs amortissants. La section 1.2.1 donne quelques exemples de
dispositifs amortissants. La section 1.2.2 décrit ensuite la réalisation d’un dispositif
amortissant, type « tirant amorti ».

1.2.1 Différents types de dispositifs amortissant

La mise en œuvre des matériaux viscoélastiques peut prendre différentes formes. Ils
sont largement utilisés dans de nombreux domaines de l’industrie mis à part certaines
applications où les polymères ne conviennent pas au cahier des charges (problèmes de
radiation, de tenue au vieillissement...). Selon la bande de fréquences que l’on souhaite
traiter, les dispositifs amortissant peuvent être :

– des tirants amortis aussi bien dans l’aéronautique ou aérospatiale [66] que dans le
BTP [51] (problèmes à basses et très basses fréquences) ; un exemple de réalisation
est donné en section 1.2.2,

– des plots amortissants dans le BTP (fig. 1.8) et tous les supports machines,
– des panneaux collés sur la structure dans l’automobile [5] (problèmes acous-

tiques).
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Les tirants amortis sont utilisés dans des situations où l’on cherche à faire tra-
vailler la couche viscoélastique en cisaillement pur dans une direction, mais sans char-
ger l’élément dans les autres directions. Les figures 1.6 et 1.7 sont des exemples de
conception de tirants amortis.

Fig. 1.6 – Exemple de conception de tirant amorti (structure métallique enserrant
une couche de matériau viscoélastique -partie grisée) et exemple de réalisation pour le
bâtiment. [51]

Fig. 1.7 – Exemple de conception de tirant amorti pour l’aéronautique (cylindres
creux liés par une couche de viscoélastique) [66]

La raideur dynamique d’une couche de viscoélastique en cisaillement pur est donnée
par

kz = G(1 + iη)
S

e
(1.12)

où S est la surface de la couche mince de matériau viscoélastique et e son épaisseur.
Lors de la réalisation, le cisaillement sera le principal mode de dissipation d’énergie

sur la bande de fréquences donnée. La formule de raideur dynamique proposée ci-dessus
parâıt donc être une approximation raisonnable du comportement de ces dispositifs.
On remarque que les caractéristiques géométriques et le module de cisaillement sont
étroitement liés. Le choix de la géométrie du dispositif est donc directement en relation
avec le choix du matériau.
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Les plots amortissants sont généralement utilisés pour subir une très forte charge
statique verticale (support d’ouvrage d’art). La dissipation est due au travail du plot
dans le plan vertical (compression) ou horizontal (cisaillement). Cette configuration
est cohérente avec l’utilisation en BTP puisqu’elle est apte à supporter des charges
lourdes avec une raideur du plot sur l’axe vertical largement plus élevée que dans le
plan horizontal. L’utilisation de tels plots est généralement destinée à réaliser l’isolation
vibratoire de la structure.

Fig. 1.8 – Schéma de plot amortissant. [51]

Jones [51] donne une expression dans le cas de plots amortissants simples (figure
1.8) des raideurs complexes verticales

kz = E(1 + iη)

(
πD2

4H

)[

1 + β

(
D

4H

)2
]

, (1.13)

et horizontales

kx = ky = G(1 + iη)

(
πD2

4H

)

(1.14)

où D est le diamètre du plot, H la hauteur et β un facteur variant entre 1, 5 et 2 selon
la nature saturée ou non de l’élastomère.

Le facteur
(

1 + β
(

D
4H

)2
)

est facteur de correction de forme (effet de bord).
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Fig. 1.9 – Évolution du rapport entre la raideur en compression et celle en cisaillement
pour un plot amortissant simple. [51]

On remarque que le rapport entre la raideur en cisaillement et la raideur en com-

pression est donné par E
G

(

1 + β
(

D
4H

)2
)

. La figure 1.9 montre l’évolution de ce rapport

en fonction de la hauteur H. Pour des petites valeurs de H, la raideur en compression
est très largement supérieure à celle en cisaillement. On se trouve alors dans des confi-
gurations similaires au tirant, avec un comportement très différent selon la direction.

Pour une application de dissipation d’énergie vibratoire, la solution des tirants
amortis est la meilleure. On voit que le rapport surface de matériau sur hauteur est
le rapport dimensionnant. Or d’un point de vue technologique, le rapport S

τ
d’une

configuration de travail en cisaillement est bien plus modulable que le rapport A
l

d’une
configuration de travail en compression.

Les panneaux collés travaillent principalement en flexion et la dissipation est due
au cisaillement induit par cette flexion. Deux options de configuration peuvent être en-
visagées (figure 1.10). La première est le collage simple d’une fine couche de matériau
viscoélastique. La dissipation est alors principalement localisée autour du point de
courbure maximale. La deuxième est obtenue en ajoutant une plaque métallique
de contrainte. Le cisaillement de la couche viscoélastique est alors maximum aux
extrémités des plaques. C’est donc ici que l’on observe principalement la dissipation
[6].
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Fig. 1.10 – Localisation de la dissipation pour une configuration de panneaux collés
de matériau viscoélastique.

La modélisation d’une telle configuration sandwich composée de deux couches ri-
gides qui pré-contraignent une couche de matériau viscoélastique beaucoup plus souple
n’est pas simple. La théorie classique des plaques minces [73] a quelques faiblesses dans
la représentation de l’effet du facteur de cisaillement. Les plaques classiques ne peuvent
pas représenter les importantes variations des contraintes planes dans l’épaisseur. De
nouveaux éléments plaque enrichis ont vu le jour [54]. Le problème majeur avec ces
éléments d’ordre plus élevé est la difficulté de développement.

Les configurations faisant intervenir différents éléments sont bien plus facile à uti-
liser. Balmès et Plouin [74] ont proposé dans cette optique une configuration faisant
appel à des éléments classiques de coques à 4 nœuds pour les couches extérieures et de
volumes à 8 nœuds pour la couche viscoélastique (fig. 1.11). Cette méthode a l’avantage
d’utiliser des éléments classiques et d’éviter ainsi le développement coûteux d’éléments
spécifiques.

On peut remarquer que les éléments de volume à 8 nœuds ont tendance à être per-
turbés par des phénomènes de verrouillage en flexion. Il faut cependant noter que l’âme
du dispositif est ici beaucoup plus souple que les couches extérieures et que l’énergie
dissipée est presque exclusivement liée au cisaillement. Le phénomène de verrouillage
n’a donc pas d’impact sur les réponses prédites. L’utilisation d’une telle configuration
parâıt adaptée à l’application recherchée.

D’autres références ont proposé la même configuration [37] . Les motivations sont
similaires : l’utilisation d’éléments de volume pour le matériau viscoélastique semble
adapté du fait que le matériau est quasiment incompressible (ce qui est difficilement
modélisable en 2-D) et travaille principalement en cisaillement (mieux représenté par
des éléments volumiques).
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Fig. 1.11 – Schématisation de la configuration coque/3D/coque retenue.

1.2.2 Réalisation de tirants amortis

Le principe fonctionnel du tirant est simple puisqu’il s’apparente à un ressort
amorti. Sa réalisation impose néanmoins un certain nombre de critères de conception
illustrés ici pour le tirant réalisé au cours de cette thèse.

On a vu à la section 1.1.3 que la précontrainte statique est un facteur d’environ-
nement qui influence le comportement des matériaux viscoélastiques. Afin de rester
dans une zone de précontrainte de faible influence, des règles de dimensionnement
s’appliquent. Un allongement statique ǫ de moins de 30% permet en règle générale de
négliger l’effet de la précontrainte statique. Les paramètres définis sur la figure 1.12
permettent de proposer une démarche de dimensionnement d’un tirant.

Fig. 1.12 – Cisaillement d’une couche de matériau viscoélastique. Définition de pa-
ramètres de dimensionnement.

Le volume est fixé par une face de surface S0 sur un support rigide. On applique
sur la face opposée une force F parallèle à la face dans l’axe d’un bord. Cette force
induit une déformation angulaire définie par le rapport δ

e
= ǫ. La contrainte moyenne
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de cisaillement τ s’exprime en fonction de F et S0 ou du module de cisaillement G et
de ǫ sous les formes

τ =
F

S0

et τ = G.ǫ (1.15)

Pour un matériau donné, on peut ainsi déterminer la surface minimale de la couche
viscoélastique pour obtenir une déflexion statique inférieure à 30% en fonction de la
force F et du module de cisaillement G. Pour du smactane50, matériau utilisé pour
la réalisation du tirant considéré, le module de cisaillement statique G(0Hz) vaut
approximativement 1.105Pa. Si on considère un effort F = 30N , qui correspond au
chargement statique défini pour la réalisation d’un dispositif amortissant décrit au
chapitre 3, la surface minimale à prendre est

S0 ≥
F

0, 3.G
= 1.10−3m2 = 10cm2 (1.16)

On assure de cette manière un comportement linéaire du matériau viscoélastique.

Fig. 1.13 – Photo d’une réalisation de tirant amorti.

Pour mieux contrôler le travail du matériau viscoélastique, il est intéressant de forcer
le cisaillement du matériau viscoélastique dans la direction du tirant. On cherche donc
à éliminer le maximum de mouvements parasites en réalisant une glissière élastique. Le
guidage en translation selon l’axe du tirant est assuré par deux profilés en L coulissant
l’un par rapport l’autre, et entre lesquels sont intercalés deux pavés d’élastomère. Pour
faciliter la mise en œuvre et le montage, on préfère mettre en série deux dispositifs,
reliés entre eux par deux plaques métalliques indépendantes, assurant ainsi une raideur
de liaison importante entre les deux glissières. On dispose alors d’un montage de raideur
équivalente K, avec quatre ressorts de raideur k, tel que K = k (deux lots, en parallèle,
de deux ressorts en série). Le dispositif réalisé est présenté sur la figure 1.13.

Ce type de montage a en plus l’avantage de diviser la charge de travail en augmen-
tant la surface de matériau viscoélastique pour la même raideur.
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Pour parfaire la réalisation, on se propose d’utiliser des liaisons rotule de part
et d’autre du tirant pour assurer le passage des efforts principalement dans l’axe de
celui-ci. Les liaisons rotule permettent en effet d’éliminer les ddl autres que celui de
traction-compression. Cependant le montage de nombreuses liaisons rotules du com-
merce impose un certain jeu qui perturberait le fonctionnement du tirant. La dissipa-
tion d’énergie doit se localiser principalement dans le matériau viscoélastique afin de
mâıtriser l’amortissement. Afin de contrôler le comportement des liaisons rotules, et
notamment d’éviter les chocs souvent présents dans les rotules du commerce, on préfère
donc l’utilisation d’une « liaison solide », réalisée à l’aide de tiges en acier, élancées,
très souples en flexion et suffisamment raides en traction-compression. On exploite ici
le principe de découplage entre les pots vibrants et les structures testées qui met en
œuvre ce type de solutions.

La figure 1.14 montre la tige de liaison utilisée pour l’application. La figure 1.13 est
une photo d’une réalisation du tirant amorti décrit précédemment.

Fig. 1.14 – Tiges de liaison des tirants amortis.

Afin de caractériser le comportement des tirants, un banc d’essai a été mis en place.
On cherche à caractériser le mode traction-compression des tirants et à vérifier que les
perturbations dues à des éléments comme le collage du matériau viscoélastique sur les
plaques métalliques ne sont pas trop pénalisantes.

Pour ce faire, on considère un ensemble tirant-masse encastré-libre (fig. 1.15).
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Fig. 1.15 – Ensemble masse-ressort. Mode de traction/compression du tirant.
Modélisation détaillée et modélisation fonctionnelle.

Une modélisation fonctionnelle suffit en général à décrire le comportement d’une
structure dans son application. Tout a été mis en œuvre ici pour utiliser le tirant en
traction/compression. Une modélisation équivalente (fig. 1.15), Kéquivalent = k(1 + iη),
ne prenant en compte que les modes de traction/compression du tirant permet en effet
de s’affranchir d’une modélisation lourde, de modes parasites des tirants, etc.

La figure 1.16 présente le banc d’essai utilisé. Une excitation au marteau de choc
dans l’axe du tirant permet de visualiser le mode de traction/compression et d’extraire
par identification la fréquence propre et l’amortissement modal.
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Fig. 1.16 – Banc d’essai de tirant amorti et fréquences propres théoriques d’un tirant
en fonction des masses testées.

La fréquence propre du mode de traction-compression est directement liée à la
masse utilisée et au module de cisaillement du matériau viscoélastique smactane50
constituant le tirant. La fréquence propre théorique du mode considéré est donnée par

fth =
1

2π

√

k(fth)

m
=

1

2π

√

G(fth)S

me
(1.17)

À partir des caractéristiques du smactane50, on détermine donc les masses à
tester. Les caractéristiques mécaniques des matériaux viscoélastiques sont largement
dépendantes de la fréquence.

Fig. 1.17 – Module de cisaillement G et facteur de perte η du matériau viscoélastique
en fonction de la fréquence f . Données constructeur(trait plein et •) et résultats d’essai
sur 5 tirants (+, ×, ◦ , � , ♦ ).
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Plusieurs tirants sont testés afin de vérifier la dispersion du comportement d’un
tirant à l’autre. La figure 1.17 montre qu’on retrouve de manière nette les propriétés
de raideur du matériau viscoélastique pour des masses relativement petites. L’identi-
fication du facteur de perte est plus difficile à cause d’une dispersion importante des
mesures. L’évolution globale des résultats de mesure confirme cependant les données
du constructeur pour des valeurs de masse faibles. Là encore, l’augmentation de la
masse dégrade la qualité de la corrélation..

La précontrainte statique due à la charge que représentent les masses testées est sans
doute à l’origine de ce décalage. La figure 1.16 présente les niveaux de prédéformation
statique associés à chaque masse testée. La précontrainte statique est un des fac-
teurs d’environnement des matériaux viscoélastiques [52], mais les constructeurs ne
fournissent en général aucune information sur l’effet de ce paramètre. On distingue
néanmoins trois zones pour l’évolution des comportements et de la sensibilité à l’ajout
de masse.

Pour des niveaux de précontraintes faibles (prédéformation statique inférieure à
10%), la corrélation entre les mesures et les prédictions est très bonne. La dispersion sur
les résultats est également assez faible, au regard des incertitudes sur le montage (ali-
gnements, parallélismes, planéité,etc.), la nature et l’épaisseur de la colle utilisée (colle
epoxyde bi composants). Cette analyse illustre la bonne représentativité du modèle
dans cette plage de faibles prédéformations statiques.

Lorsque la masse augmente, l’écart par rapport au modèle simplifié augmente aussi,
lorsque ce niveau de prédéformation est dépassé. Cependant, jusqu’à un niveau de
prédéformation de l’ordre de 30%, la tendance de l’évolution de la fréquence reste la
même. Un ajout de masse tend à faire diminuer la fréquence.

En revanche, passé ce nouveau seuil de prédéformation statique, l’évolution semble
s’inverser. Un nouvel ajout de masse semble augmenter la fréquence propre du système.
Le raidissement ainsi induit n’est donc plus négligeable, et il faudra donc veiller à
travailler dans une plage où la prédéformation statique est inférieure à 30%. Ce critère
a par ailleurs déjà été évoqué dans les travaux de Kergourlay ([52]).





Chapitre 2

Modèles de structures amorties

L’existence d’amortissement dans les structures peut nécessiter la prise en compte
de termes complexes. La section 2.1 pose les équations du mouvement pour des struc-
tures amorties, la notion de description modale pour différents cas d’amortissement.
On s’intéresse, dans la section 2.2, à la réduction de modèles viscoélastiques. Un en-
richissement au premier ordre des bases classiques réelles de réduction de modèles est
étudié. À travers deux exemples, cette section permet de comprendre les mécanismes
d’enrichissement des bases de réduction.

2.1 Modèles de structures amorties

La section 2.1.1 rappelle les équations du mouvement. La section 2.1.2 considère
l’approche MSE [78], approximation classique de modélisation de faibles amortis-
sements. La section 2.1.3 introduit la notion de modes complexes utile pour la
modélisation de forts amortissements.

2.1.1 Équations du mouvement

Tous les développements de cet exposé sont réalisés dans le cadre de méthodes d’ap-
proximation par éléments finis (MEF). La méthode des éléments finis consiste à utiliser
une approximation simple des variables inconnues pour transformer les équations aux
dérivées partielles provenant de la modélisation d’un système physique en équations
algébriques. Les codes de calcul permettent ainsi de résoudre des problèmes de dyna-
mique des structures complexes et les logiciels de pré- et post-traitement apportent
une aide précieuse à la mise en œuvre et à l’exploitation des résultats. Dhatt et Touzot
[27] proposent une présentation détaillée de la méthode.

Pour un système non amorti discrétisé en N degrés de liberté (ddl), l’évolution
temporelle de ses mouvements est alors décrite par
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[M ] {q̈(t)} + [K] {q(t)} = {F (t)} , (2.1)

où M est la matrice de masse, K la matrice de raideur, q et q̈ les vecteurs de
déplacement et d’accélération associés à chaque ddl du système et F le vecteur des
efforts extérieurs appliqués au système.

La transformée de Laplace de cette équation donne

(
Ms2 +K

)
{q(s)} = {F (s)} . (2.2)

Pour des conditions initiales nulles, la transformée de Laplace cöıncide avec celle
de Fourier en posant s = iω où ω est une pulsation en rad.s−1.

La représentation fréquentielle permet de proposer les équations de mouvement
pour des systèmes amortis, quelque soit le type d’amortissement :

(

Ms2 + Cs+
[

K̃(s) + iB(s)
])

{q(s)} = {F (s)} , (2.3)

où les matrices C et B représentent respectivement les matrices d’amortissement vis-
queux et hystérétique.

La dépendance en fréquence des matrices K et B est directement liée à celle des
matériaux viscoélastiques présentés au chapitre 1. À partir de l’équation (1.2), on
peut écrire les matrices élémentaires de raideur Ke(Λ). Dans le cas particulier d’un
module d’Young dépendant de la fréquence E(s), on obtient des matrices élémentaires
Ke(E) dépendant linéairement de E. L’assemblage des matrices élémentaires nous
donne une matrice de raideur dont on peut séparer les termes élastiques Ke des termes
viscoélastiques Ev(s)

E0

Kv0

K(s) =
∑

e

Ke = Ke +
Ev(s)

E0

Kv0
. (2.4)

On peut alors séparer la matrice de raideur K en deux termes, l’un, K0, réel,
indépendant de la fréquence, l’autre, KS(s), dépendant de la fréquence

K(s) = Ke + Re(Kv0
)

︸ ︷︷ ︸
+ iIm(Kv0

) + (
Ev(s)

E0

− 1)Kv0

︸ ︷︷ ︸

= K0 + KS(s)

.

Pour des facilités d’écriture, on peut intégrer le terme Cs d’amortissement visqueux
dans KS(s).
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La matrice de rigidité dynamique Z(s) d’un système s’écrit alors

Z(s) = Ms2 +K(s) = Ms2 +K0 +KS(s) (2.5)

dont on peut extraire une matrice Z0(s) = Ms2 + K0 définissant le problème no-
minal non amorti associé, pour une fréquence donnée. On prend en général E0 =
max(Re(E(s))) pour améliorer le rayon de convergence des algorithmes itératifs.

Comme pour les modèles d’états utilisés en automatique, il convient en dynamique
des structures de distinguer états (appelés degrés de liberté et notés q), entrées et
sorties. Cette distinction conduit à exprimer les modèles mécaniques classiques sous la
forme [9]

[Z(s)]N×N{q(s)}N×1 = [b]N×NA
{u(s)}NA×1 (2.6)

{y(s)}NS×1 = [c]NS×N{q(s)}N×1, (2.7)

où u les entrées du système et y les sorties. Les matrices b et c sont respectivement les
matrices de commandabilité et d’observabilité. Elles permettent de lier facilement les
données expérimentales (entrées et sorties) aux ddl q du modèle éléments finis, ce qui
sera utile en modification structurale (chapitre 4).

Dans de nombreuses applications (structures amorties avec des matériaux
viscoélastiques par exemple), il peut être intéressant de considérer également la
dépendance en température ou par rapport à d’autres variables d’environnement. Pour
les matériaux viscoélastiques, on a vu que la dépendance vis-à-vis de ces variables d’en-
vironnement peut être prise en compte simplement avec un décalage fréquentiel. On
peut donc définir, de la même manière, une matrice K0, réelle, constante définie pour
une fréquence et une température (ou une autre variable d’environnement) données,
en considérant un scalaire Ev(s, T ) dans (2.4).

2.1.2 MSE (Modal Strain Energy)

L’hypothèse d’amortissement modal sur une structure élastique conduit à une
décomposition spectrale

[H(s)] =
N∑

j=1

c {φj} {φj}
T b

(s2 + 2sωjξj + ω2
j )
. (2.8)

où {φj} et ω2
j sont les solutions (vecteurs et valeurs propres) du problème non amorti

− [M ] {φj}ω
2
j + [K0] {φj} = {0} . (2.9)
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et ξj sont les coefficients d’amortissement modaux associés à chaque mode propre {φj}.
La méthode MSE (Modal Strain Energy [78]) cherche à utiliser cette même

décomposition pour approcher la dynamique de structures dont l’amortissement est
plus complexe.

Pour le problème défini par 2.9, les conditions d’orthogonalité par rapport à la
masse et à la raideur s’expriment sous la forme

{φi}
T [M ] {φj} = µjδij (2.10)

{φi}
T [K0] {φj} = µjω

2
j δij (2.11)

où les scalaires µj correspondent à la norme en masse du vecteur propre φj. On les
nomme masses généralisées. Les vecteurs φj sont généralement normés par rapport
à la masse, i.e. µj = 1. Les autres définitions habituelles consistent à normaliser un
composante du vecteur (cφ̃j = 1) ou le vecteur complet sur les ddl considérés (‖φ̃j‖2 =

1). Le vecteur normalisé en masse est alors donné par {φj} =
{

φ̃j

}

(µj)
−1/2. On note

que le choix de capteurs est, dans ce cas, susceptible de modifier la définition de la
masse généralisée alors que le vecteur normalisé en masse est toujours défini de manière
unique. Dans la suite de l’exposé, on considère que les vecteurs sont normés par rapport
à la masse, i.e. µj = 1,∀j.

La base de projection définie par T = [φ1 . . . φN ] permet de construire les modèles
réduits par transformation congruente. Dans les coordonnées résultant de cette trans-
formation, dites coordonnées principales, les matrices de masse et de rigidité sont dia-
gonales. Mais ce n’est généralement pas le cas de T T (K(s)−K0)T . Le problème (2.3)
se ré-écrit sous la forme

(
s2
[
\1\
]
+
[
\ω2

j \

]
+ T T (K(s) −K0)T

)
{ηg(s)} =

[
T T b

]
{u} (2.12)

où {ηg(s)} est le vecteur de coordonnées principales. Les termes hors diagonaux de
T T (K(s) −K0)T sont interprétés comme des coefficients de couplage entre les modes
propres [9]. L’amortissement est qualifié de non-proportionnel.

Dans le cadre de la MSE, on veut approcher l’expression (2.12) par

(
s2
[
\1\
]
+ s

[
\2ξjωj\

]
+
[
\ω2

j \

])
{ηg(s)} =

[
T T b

]
{u} . (2.13)

Ceci revient à supposer que les coefficients non-diagonaux φT
j Im(K)φk, j 6= k sont

négligeables et à considérer des cœfficients d’amortissement modaux équivalents ξj
donnés par

{φj}
T Im(K) {φj} = 2ξjωjs, en s = iωj. (2.14)
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Ce passage implique également que φT
j Re(K(s) − K0)φk = 0, i.e. on néglige la

variation de la rigidité avec la fréquence pour chaque équation normale pour supposer
que seule la rigidité du mode à sa fréquence propre ωj n’intervient dans la superposition.
Ce point est discuté sur un exemple en fin de section 2.2.2.

Pour des amortissements faibles et des modes séparés, on vérifie que l’approxima-
tion de la MSE permet de disposer d’une modélisation simple et efficace sous forme
d’amortissement modal pour des amortissements plus complexes.

Le critère de Hasselman [42]

2ξjωj

|ωj − ωk|
<< 1, (2.15)

permet de quantifier le découplage entre les modes. Il signifie que la largeur de bande
du j ème mode 2ξjωj est très petite devant la séparation en fréquence avec le kème mode.
Les termes de couplage entre les modes j et k sont alors négligeables car il n’y a pas
de recouvrement de bande passante.

Dans le cas particulier d’un modèle à amortissement visqueux et hystérétique, les
cœfficients d’amortissement modaux équivalents ξj s’expriment sous la forme

ξj =

(

{φj}
T [C] {φj} +

1

ωj

{φj}
T [B] {φj}

)

(2.16)

Pour un modèle aux éléments finis, les matrices de dissipation utilisées sont reliées
aux modules complexes des matériaux viscoélastiques par (1.3). Pour un modèle
expérimental (voir section 4.1.1), la nature de l’amortissement ne peut en général être
connue. On suppose donc un amortissement modal visqueux et on identifie les taux
d’amortissements ξjtest. Ce modèle permet de reproduire le comportement dynamique
mesuré, sans présager de la nature réelle du mécanisme local de dissipation.

2.1.3 Modes complexes

H(s) = c [Z−1] b est une fonction analytique du plan complexe. Elle peut donc être
approchée par une décomposition en éléments simples à partir de son développement
en série de Laurent [8] autour de ses pôles λj

H(s) =
2N∑

j=1

{cψjR}{ψ
T
jLb}

αj(s− λj)
+O(1). (2.17)

Les modes (singularités du développement de Laurent) sont solutions d’un problème
au second ordre

[Z(λj)]N {ψjR} = 0 et {ψjL} [Z(λj)]N = 0. (2.18)
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On a des modes, dits à gauche {ψjL} et à droite {ψjR}, associés aux mêmes pôles λj.
Pour une structure réciproque (hypothèse en mécanique), on a de plus {ψjR} = {ψjL}.
Les αj sont des cœfficients de normalisation associés au développement de Laurent.

Avec des matrices fixes, une des approches de résolution les plus usuelles est de
considérer un modèle du premier ordre équivalent de dimension 2N

([
C M
M 0

]

λj +

[
K + iB 0

0 −M

])

{θj} =

{
0
0

}

(2.19)

où on montre facilement que

[θ] =

[
[ψ]N×2N[

\λj\

]
[ψ]N×2N

]

. (2.20)

On donne le nom de mode complexe à la fois à {ψj} et {θj}. L’existence de 2N
vecteurs diagonalisant les matrices de (2.19) est équivalente à la vérification de deux
conditions de normalisation

{θ}T

[
C M
M 0

]

{θ} = ψTCψ + λψTMψ + ψTMψλ =
[
\αj\

]
,

{θ}T

[
K + iB 0

0 −M

]

{θ} = ψT (K + iB)ψ − λψTMψλ =
[
\βj\

]
. (2.21)

Pour des modèles mécaniques du second ordre et dans le cas d’amortissement vis-
queux (B = 0), la résolution de l’équation (2.19) procure des paires conjuguées de
valeurs et vecteurs propres. L’expression de la flexibilité dynamique [H(s)] peut donc
prendre la forme

H(s) =
N∑

j=1

(

{cψj}{ψ
T
j b}

αj(s− λj)
+

{cψj}{ψ
T

j b}

αj(s− λj)

)

. (2.22)

En revanche, dans le cas d’un amortissement hystérétique (B 6= 0, constant, C = 0),
les valeurs propres du système viennent non pas en paires conjuguées, mais en paires
opposées. [H(s)] s’exprime, dans ce cas particulier, sous la forme

H(s) =
N∑

j=1

(

{cψj}{ψ
T
j b}

αj(s− λj)
+

{cψj}{ψ
T
j b}

−αj(s+ λj)

)

. (2.23)

Il faut néanmoins remarquer que le modèle d’amortissement hystérétique (B
constant) n’est pas physique. En effet les pôles à partie imaginaires négatives ne sont
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pas stables. La transformée inverse de Fourier fait apparâıtre des problèmes de non-
causalité. Pour échapper à ce biais, il est nécessaire de considérer une matrice d’amortis-
sement hystérétique non constante telle que B(ω) = −B(−ω). En pratique, on calcule
donc les modes à partie imaginaire positive et utilise (2.22) pour synthétiser la réponse.

Pour des cas où le comportement de la structure dépend de la fréquence, il est
possible d’utiliser (2.19) avec K(iIm(λj)) et B(iIm(λj)) pour calculer le mode ({ψj},
λj). Si l’évolution du comportement en fonction de la fréquence n’est pas trop rapide,
i.e. un mode calculé à une fréquence diffère peu du même mode calculé aux fréquences
alentours, l’équation (2.22) permet de réaliser une synthèse modale de bonne qualité.
Un exemple est développé en fin de section 2.2.2.

2.2 Réduction de modèles viscoélastiques

Pour de nombreuses applications, il est intéressant de réduire le problème sur un
sous-espace particulier. Le comportement de chaque sous-structure est alors caractérisé
par un nombre de ddls généralisés largement inférieur au nombre de ddls physiques ce
qui permet de réduire considérablement la taille du problème.

Pour des systèmes amortis, l’utilisation de bases complexes est possible [85], mais
on propose d’étudier ici une base réelle modale augmentée par une base de correction
pour tenir compte des efforts et des effets amortissants. La section 2.2.1 donne la forme
de l’enrichissement pour un système ayant une matrice d’amortissement hystérétique.
Les deux sections suivantes analysent des exemples simples, l’un avec amortissement
localisé, l’autre avec amortissement réparti. Ces exemples permettent d’illustrer la
nature de l’enrichissement.

2.2.1 Enrichissement par des termes de correction statique

Les modes normaux qui entrent classiquement dans la composition des bases de
réduction proviennent de la résolution du problème aux valeurs propres. On imagine
aisément que, si le problème posé implique, en plus des matrices de masse et de raideur,
des matrices d’amortissement, alors, les modes propres ne pourront être suffisants pour
rendre compte du comportement du système.

Considérons un système soumis à un effort extérieur

[Z(s)] {q} = [b] {u(s)} . (2.24)

On peut ré-écrire le problème en plaçant à droite la partie de la raideur complexe
dépendant de la fréquence BV = (K(s) −K0), et notamment la partie imaginaire
correspondant à l’amortissement, qui peut être perçue, selon qu’on place le terme à
gauche ou à droite de l’équation, comme un terme interne au système ou comme un
terme d’effort de perturbation du système conservatif.
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[
Ms2 +K0

]
{q} = [b] {u(s)} − (K(s) −K0) {q} . (2.25)

On étudie les bases suivantes.

T0 composée des n premiers modes normaux. T0 = [φ1:n]

T1 construite à partir des précédents modes normaux et d’un mode de correction
statique associé à l’effort d’entrée b, T̃1 = [φ1:n K−1

0 b]. Il est classique de considérer
la flexibilité résiduelle

T1 =

[

φ1:n K−1
0 b−

n∑

j=1

φT
j φjb

ω2
j

]

(2.26)

Mais plus généralement, on peut orthogonaliser T̃1 en masse et en raideur

T1
TMT1 = [Id] , (2.27)

T1
TKT1 =






. . .

ω2
i

. . .






i=1:n1

. (2.28)

T2 est construite sur le même principe que la base T1 sauf que les modes de correction
statique associés aux efforts viscoélastiques sont pris en compte.

On sait que l’enrichissement des bases des premiers modes propres [φ1:n] par le
relèvement statique de l’effort d’entrée K−1

0 b permet de corriger le niveau global des
réponses fréquentielles en apportant la contribution statique de modes de plus haute
fréquence. Enrichir la base des modes propres par le relèvement statique des efforts
viscoélastiques parâıt alors naturel.

Deux cas peuvent se présenter :

– Pour un amortissement localisé, le sous-espace engendré par les colonnes de BV ,
la partie du système liée à l’amortissement, est de dimension 1 et l’enrichissement
correspond simplement au sous-espace de dimension 1 engendré par K−1

0 BV .

T̃2 =
[
φ1:n K−1

0 b K−1
0 BV

]
. (2.29)
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– Pour un amortissement réparti, la dimension de BV est trop grande pour envi-
sager un tel enrichissement. On ne considérera alors que la projection de BV sur
la base de modes propres, soit les termes d’enrichissement K−1

0 BV φ1:n

T̃2 =
[
φ1:n K−1

0 b K−1
0 BV φ1:n

]
. (2.30)

La base T̃2 ainsi construite peut comporter des vecteurs très colinéaires. Il convient
donc de la ré-orthogonaliser. La ré-analyse du système réduit permet ensuite de ranger
la base par ordre de régularité et d’éventuellement tronquer en supprimant les modes
de plus hautes fréquences pour améliorer le conditionnement du problème. On obtient
ainsi la base T2 qui représente un espace vectoriel comportant les modes de plus basse
fréquence.

2.2.2 Cas d’un amortissement localisé

Considérons le cas-test de la figure 2.1. Il s’agit de deux poutres de section circulaire
(diamètre 1cm, longueur 20cm, en acier). La liaison entre ces deux poutres est assurée
par un pivot et un ressort de torsion amortissant. L’ensemble est excité par un effort
ponctuel b montré sur la figure. Les transferts affichés sont observés au même point.

Fig. 2.1 – Schéma de cas test. Poutres liées par un ressort de torsion amortissant.

On choisit de considérer le problème en deux dimensions. On dispose d’une matrice
de masse minit et d’une matrice de raideur kinit pour chacune des deux poutres.

Afin de modéliser le ressort de torsion, on impose :
– le dédoublement des ddl d’interface
– la continuité des translations sur les ddl d’interface (par élimination)
– une raideur sur le ddl de rotation relativement faible.

krot = α

[
1 −1
−1 1

]

α0 vaut la moitié de Kϑzϑz
, raideur en rotation en un autre nœud. Le cas α−n =

α0 × 10−n correspond à un couplage où la raideur en rotation est 10n fois plus faible
sur le ddl d’interface que sur les autres ddl de rotation. La matrice d’amortissement
est obtenue selon le même principe avec différents facteurs de perte pour les matrices
initiale (ηpoutre × kinit) et de couplage (ηjoint × krot).
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Dans cette section, afin d’étudier isolément l’effet de l’amortissement apporté par
le joint de torsion, on choisit un amortissement nul pour les poutres. Ainsi on obtient
un unique mode de correction statique associé aux efforts viscoélastiques.

Les efforts viscoélastiques sont alors tous proportionnels à un moment relatif au
niveau du ressort de torsion.

La figure 2.2 nous montre le contenu de la base T2 composée des modes normaux,
du mode de correction statique associé à l’effort d’entrée et un mode d’enrichissement
(également un mode de correction statique) associé aux efforts viscoélastiques appliqués
au système conservatif. Il s’agit effectivement du mode statique obtenu par l’application
d’un couple relatif sur les ddl de rotation où l’amortisseur est présent.

2,77Hz 16,03Hz 50,02Hz 89,57Hz 162,0Hz 224,0Hz 338,1Hz

φ

+

583,4Hz

K−1b⊥

+

1034Hz

K−1BV ⊥

Fig. 2.2 – Modes composants la base de réduction T2 pour α−1 et ηjoint = 1, 5. 7
modes normaux, 1 mode de correction statique associé à l’effort d’entrée b et un autre
associé aux efforts viscoélastiques.

L’examen du contenu des différentes bases de réduction nous permet de comprendre
le mécanisme de la synthèse modale. Comme il a été dit précédemment, les modes
de correction statique permettent de prendre en compte les contributions d’efforts
extérieurs appliqués au système conservatif homogène associé. Le processus de ré-
analyse du problème réduit nous procure les fréquences propres et les modes propres
associés. Ainsi on peut vérifier que les modes qui complètent la base de réduction
d’origine ne sont pas des modes de fréquence trop élevée qui compromettraient le
conditionnement du problème et les tronquer le cas échéant.
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La figure 2.3 ainsi que le tableau 2.1 montrent quelles sont les différences associées
à l’utilisation des différentes bases de réduction.

La figure 2.3 montre tout d’abord que les modes pour lesquels le pivot cöıncide
avec un nœud de vibration ne sont pas amortis. En effet, pour ces modes, la rupture de
pente entre les deux poutres est nulle, l’amortisseur ne travaille pas et ne dissipe donc
pas d’énergie. On voit de plus que la base T2 permet d’obtenir une réponse quasiment
identique à celle calculée sans réduction. L’écart des résultats selon les bases est dû à
leur capacité à décrire la déformation de l’amortisseur, i.e. dans notre cas, à décrire
l’angle ∆θ au niveau du joint.

Fig. 2.3 – FRF du cas test synthétisées à partir de modes complexes calculés sur
modèle réduit sur différentes bases. La courbe pointillée est quasiment superposée sur
la réponse directe.
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α−3 α−1

N̊ mode T1 T2 T1 T2
f (Hz) ξ (% ) f (Hz) ξ (% ) f (Hz) ξ (% ) f (Hz) ξ (% )

1 1,4 39,2 1,4 38,7 2,8 2,9 2,8 1,3
2 8,5 7,1 8,5 7,1 16,9 11,2 17,1 5,3
3 50,0 0,0 50,0 0,0 50,0 0,0 50,0 0,0
4 72,5 1,0 72,5 1,0 91,7 9,1 94,0 4,5
5 162,0 0,0 162,0 0,0 162,0 0,0 162,0 0,0
6 200,6 0,4 200,6 0,4 224,7 7,1 232,0 4,0
7 338,1 0,0 338,1 0,0 338,1 0,0 338,1 0,0

Tab. 2.1 – Fréquences et amortissements calculés à partir des modèles réduits sur
différentes bases et pour différentes valeurs de α. ηpoutre = 0 et ηjoint = 1, 5.

L’effet de la réduction sur les bases T1 ou T2 dépend très largement de la valeur
de α qui fixe la raideur du joint. Le tableau 2.1 donne les fréquences propres et les
amortissements modaux pour deux valeurs de α calculées avec la base T1 d’une part
et la base T2 d’autre part. On voit que pour une valeur faible de la raideur (α = α−3),
l’utilisation de la base T2 n’est pas nécessaire.

Pour des valeurs faibles de α, les modes font travailler le ressort de torsion, la
correction statique n’est donc pas très utile. Pour α plus élevé, ce n’est plus le cas et
le moment relatif des deux poutres doit être considéré pour représenter correctement
l’amortissement.

La figure 2.4 montre tout d’abord qu’il existe une raideur optimale pour la-
quelle l’amortissement est maximal. Cette raideur optimale évolue selon la gamme
de fréquence sur laquelle on cherche à amortir la réponse. On remarque que plus on
s’éloigne de la raideur optimale (plus l’amortissement est faible), plus l’enrichissement
de la base T2 devient obsolète. Ce résultat était attendu. En effet, si la raideur du joint
est trop faible, aucune énergie n’est apporté au joint et il n’y a pas de dissipation.
Dans le cas inverse où la raideur du joint est très importante, le joint ne travaille pas
et ne dissipe donc pas d’énergie. Dans les deux cas, on s’approche donc d’un système
non amorti et la base T2 n’apporte alors plus d’information intéressante à prendre en
compte.
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Fig. 2.4 – Évolution de l’amortissement modal en fonction de la raideur du joint (de
0, 0001 à 10 fois la raideur initiale) selon les bases de réduction T0, T1 et T2.

En ce qui concerne l’évolution des réponses en fonction du facteur de perte associé
à l’amortisseur (figure 2.5), il est intéressant de noter que plus le facteur de perte
augmente, plus l’écart entre les résultats obtenus avec T1 d’une part et T2 d’autre part
augmente. De plus la base T2 permet de modéliser le fait qu’il existe un facteur de
perte optimal pour lequel l’amortissement est maximal contrairement à T0 ou T1.

Fig. 2.5 – Évolution de l’amortissement modal en fonction du facteur de perte du
joint (de 0, 2 à 3) avec α = α−1, selon la base de réduction utilisée.

On a vu sur la figure 2.3 que pour des matrices caractéristiques constantes, la
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synthèse modale (2.22) permet une bonne reconstruction des transferts. Pour le calcul
de transferts de structures dont le comportement dépend de la fréquence (structures
incluant des matériaux viscoélastiques par exemple), il faut alors se demander quelle
est l’influence de l’évolution en fréquence du comportement sur la synthèse.

Dans cette section, on choisit une évolution de comportement arbitraire d’un
matériau fictif. Cette étude est reprise en section 5.5.2, sur un démonstrateur plus
complexe, en considérant le comportement d’un matériau viscoélastique réel.

Si on impose l’évolution du comportement de l’élément dissipatif de la figure 2.6
sur le cas test de cette section, on sait que les fréquences propres et les amortissements
des modes évoluent (figure 2.7).

Fig. 2.6 – Exemple de loi d’évolution de α et du facteur de perte η du joint en fonction
de la fréquence.

La figure 2.7 montre les courbes mâıtresses des couples fréquence/amortissement
{f0, ξ0} des six premiers modes du modèle en fonction de l’évolution du couple {α, η}
paramètre du comportement. Or à chaque fréquence f correspond un couple {α, η},
donné par la figure 2.6. Pour chaque mode, on peut alors sélectionner le couple {f0i, ξ0i}
calculé avec les paramètres α0i = α(f0i) et η0i = η(f0i). À l’issue de cette sélection
(◦ sur la figure 2.7), on obtient une famille de modes complexes calculés avec un
comportement correspondant à leur fréquence propre.
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Fig. 2.7 – Évolution de la fréquence propres et de l’amortissement modal des 6 pre-
miers modes en fonction du comportement décrit en figure 2.6.

La synthèse modale calculée à partir de ces modes complexes n’est pas stricte-
ment équivalente au calcul de transfert obtenu par inversion directe des matrices ca-
ractéristiques. La figure 2.8 montre un transfert calculé pour l’évolution de comporte-
ment de la figure 2.6, i.e. à partir des modes complexes sélectionnés. On le compare au
transfert calculé directement.

Fig. 2.8 – Transfert direct avec un comportement du joint décrit en figure 2.6, synthèse
à partir des modes complexes calculés à leur fréquence propre. Erreur relative entre le
transfert direct et la synthèse modale.
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On remarque que la synthèse présente les erreurs les plus faibles au niveau des
résonances. Les modes étant calculés avec un comportement associé à leur fréquence
propre, on a en effet une synthèse de très bonne qualité autour des résonances, lorsque
l’influence des modes voisins est la plus faible. En revanche entre les résonances, la
synthèse modale ne permet pas de prendre en compte l’évolution selon la fréquence des
modes calculés, et on commet donc une erreur. Cette erreur reste très raisonnable et
la synthèse modale sera utilisée sous cette forme par la suite.

On voit que l’erreur augmente légèrement pour les fréquences supérieures à 200Hz.
La troncature modale est à l’origine de cette petite divergence.

En considérant une dépendance plus forte du comportement en fonction de la
fréquence, l’erreur relative de la synthèse modale augmente. La figure 2.9 présente
l’évolution supposée du paramètre α. Le facteur de perte η a la même loi d’évolution
que dans le cas précédent.

Fig. 2.9 – Exemple de loi d’évolution de α et du facteur de perte η du joint en fonction
de la fréquence.

Pour ce cas d’évolution, l’erreur sur la synthèse modale présentée en figure 2.10 est
plus importante que pour le cas d’évolution moins rapide de la figure 2.6.
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Fig. 2.10 – Transfert direct avec un comportement du joint décrit en figure 2.9,
synthèse à partir des modes complexes calculés à leur fréquence propre. Erreur relative
entre le transfert direct et la synthèse modale.

La synthèse modale de transferts pour des structures dont le comportement dépend
de la fréquence est, on l’a vu, une approximation. Il faut néanmoins remarquer que l’er-
reur commise est négligeable pour des comportements dont la dépendance fréquentielle
n’est pas trop forte. L’utilisation d’un comportement fictif dans cette section a per-
mis de poser la problématique. On verra en section 5.5.2 le cas d’une structure plus
complexe avec un comportement viscoélastique réel.
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2.2.3 Cas d’un amortissement réparti

Evisco 4 MPa
ηvisco 1,5
ρvisco 1000 kg.m−3

νvisco 0,49

Fig. 2.11 – Schéma de cas test. Couche de matériau viscoélastique contrainte par deux
plaques d’acier. Zoom ×10 dans l’épaisseur. Effort d’entrée b. Observation au niveau
point d’entrée.

Considérons le cas test schématisé sur la figure 2.11. Il s’agit d’une plaque sandwich
encastrée sur un côté composée de deux plaques d’acier de 20cm de côté contraignant
une plaque de matériau viscoélastique. L’épaisseur de la plaque viscoélastique est de
0,5mm ; celle des plaques d’acier de 1,5mm.

L’ensemble est excité par un effort ponctuel b montré sur la figure 2.11. Les trans-
ferts affichés dans la suite sont observé au même point.

Le modèle aux éléments finis du cas test et les caractéristiques matériaux de la
couche dissipative sont données en figure 2.11

Fig. 2.12 – FRF obtenues par calcul direct et par synthèse modale pour les différentes
bases étudiées et erreurs relatives associées.
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Comme pour le cas de l’amortissement localisé, on étudie les différentes bases de
réduction T0, T1, et T2. Dans notre cas d’étude, les 7 premiers modes propres de la
structure ont été utilisés pour la construction de ces bases. La figure 2.12 montre la
convergence des FRF synthétisées par l’enrichissement de la base de réduction. Dans le
cas d’un amortissement réparti, la partie BV de la rigidité dynamique correspondant à
l’amortissement est de dimension élevée (égale au nombre de ddl associés au matériau
dissipatif). Il n’est pas envisageable de la considérer telle quelle. On ne considère donc
que la projection de BV sur la base de modes propres φ1:n, soit, dans ce cas d’étude
7 modes d’enrichissement. La procédure de ré-orthogonalisation n’élimine, dans ce
cas, aucun vecteur d’enrichissement. On peut néanmoins s’interroger sur l’importance
relative de chaque mode d’enrichissement. La contribution orthogonale de ces vecteurs
par rapport à T1 est notée Tvisc dans la suite de la section. De plus, l’effet de la correction
statique (enrichissement de la base T0 qui permet d’obtenir T1) est bien connu et T0

ne sera donc pas considéré par la suite.

Fig. 2.13 – Évolution des fréquences propres associées aux vecteurs de la base de
réduction T2 et fréquences propres des modes constituant T0.

La figure 2.13 nous montre, en premier lieu, les fréquences associées aux vecteurs
constituant la base T2. On remarque que celles associées aux vecteurs de Tvisc sont
des fréquences relativement élevées. On peut donc se demander de manière légitime
quelle est la contribution de tels vecteurs dans le calcul de réponses aux fréquences
considérées.
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Fig. 2.14 – Modes 1 et 2.

Considérons les deux premiers modes présentés sur la figure 2.14. Ils vont nous
permettre de donner une illustration simple de l’enrichissement.

Fig. 2.15 – Erreurs relatives commises sur le calcul d’une réponse fréquentielle pour
différentes bases de réduction.

On remarque en effet que, pour un mode donné de la bande de fréquence que l’on
cherche à reconstruire, il est généralement possible d’isoler un mode d’enrichissement
associé à ce mode. La figure 2.15 montre les erreurs relatives commises sur le calcul
d’une réponse fréquentielle pour différentes bases de réduction : les bases T1 et T2, et
la base T1 enrichie d’un vecteur de Tvisc.
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On voit alors que le troisième mode d’enrichissement associé aux efforts
viscoélastiques Tvisc3 permet de diminuer largement l’erreur sur le calcul de la réponse
principalement autour du mode 2. Le sixième mode d’enrichissement Tvisc6 permet de
réaliser un gain autour du mode 1.

Fig. 2.16 – Troisième et sixième modes d’enrichissement de Tvisc.

Mode 1

Tvisc6

Mode 2

Tvisc3

Fig. 2.17 – Modes 1, 2 et Tvisc3 et Tvisc6 restreints aux ddl de translation x et y.
Visualisation uniquement de la couche dissipative. Zoom ×100 dans l’épaisseur.

L’observation de leur déformée telle quelle (fig. 2.16) ne permet pas de comprendre
la contribution de ces modes dans la description du comportement vibratoire de la
structure autour des modes 1 et 2.
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En revanche si on isole les déplacements associés aux ddl du plan de la couche
viscoélastique (fig. 2.17), on voit que les modes d’enrichissement font travailler le
matériau viscoélastique sur des modes de cisaillement relativement similaires aux modes
auxquels ils apportent leur contribution. Le mode 1 fait intervenir un cisaillement du
matériau viscoélastique dans la direction x. Le mode Tvisc6 fait travailler la couche
viscoélastique sur un mode très proche, mais fait intervenir une compression de la
couche dans la direction y qui fait penser aux caractéristiques d’un essai en traction-
compression (prise en compte du coefficient de Poisson). La base T1 a donc tendance
à surestimer l’amortissement dans la couche viscoélastique autour du mode 1 car le
cisaillement de la couche est plus important pour le mode 1 que pour le mode Tvisc6 .
On peut en effet voir sur la figure 2.17 la différence du cisaillement notamment proche
de l’encastrement.

Une lecture similaire est possible pour le mode 2 et le mode d’enrichissement Tvisc3 .
Les deux font travailler la couche viscoélastique sur un mode de cisaillement dans
la direction y, mais le cisaillement de la couche est différent dans la zone proche de
l’encastrement. Le mode Tvisc3 apporte ainsi une information supplémentaire sur la
manière dont la couche viscoélastique travaille.

Fig. 2.18 – Erreurs relatives commises sur le calcul d’une réponse fréquentielle pour
différentes bases de réduction.

Pour se convaincre que le gain réalisé est principalement dû à l’enrichissement
associé au cisaillement de la couche viscoélastique, on peut considérer uniquement la
partition de Tvisc associée aux ddl de translation sur x et y. On la note T̃visc. La figure
2.18 montre que le fait de restreindre Tvisc aux ddl décrivant le cisaillement de la couche
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viscoélastique dégrade certes le niveau atteind par T2 mais dans de faibles proportions.

À l’issue de ces considérations, il est intéressant de savoir dans quelle mesure il est
possible de reconstruire a priori l’information apportée par ces modes d’enrichissement.
On a vu que les modes d’enrichissement font travailler la couche viscoélastique sur des
modes de cisaillement particuliers. On propose donc de les remplacer par des modes
de la structure sur laquelle on impose des chargements standards.

(a) (b) (c) (d)

Fig. 2.19 – Chargements standard de couche viscoélastique. (a) et (b) : chargements
uniformes opposés sur les ddl des couches supérieures et inférieures dans la direction
x, respectivement y. (c) et (d) : chargements uniformes opposés sur les ddl de chaque
moitié de couches supérieures et inférieures dans la direction x, respectivement y.

La figure 2.19 est un exemple de chargements simples à appliquer. En notant
(O,~ex, ~ey) le plan moyen de la plaque, et ~ez la direction orthogonale. ~x la position
du point courant sur la plaque. Les chargements standard de la figure 2.19 sont définis
comme :

– (a) : ~f(~x) = (~x,~ez)~ex

– (b) : ~f(~x) = (~x,~ez)~ey

– (c) : ~f(~x) = (~x,~ez)
(~x,~ey)

‖(~x,~ey)‖
~ex

– (d) : ~f(~x) = (~x,~ez)
(~x,~ey)

‖(~x,~ey)‖
~ey

Les deux premiers chargements (a) et (b) font travailler la couche viscoélastique
sur des modes de cisaillement simple ; les deux suivants (c) et (d) la font travailler sur
des modes de cisaillement plus complexes.
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Fig. 2.20 – Erreurs relatives commises sur le calcul d’une réponse fréquentielle pour
différentes bases de réduction.

La gain réalisé avec uniquement 4 modes d’enrichissement reconstruits à partir
de chargements standard (dont la contribution orthogonale à T1 est notée Tstand) est
non négligeable (figure 2.20). Aux fréquences où la réduction sur la base T1 donnait
les résidus les plus élevés, entre 10 et 20% sur la bande de fréquences [0 − 250]Hz,
l’enrichissement avec les modes d’enrichissement standard permet d’atteindre un niveau
d’erreur inférieur à 2,5% sur la même bande de fréquences. Le gain réalisé est au moins
d’un facteur 4. Au-delà de cette bande de fréquences, l’erreur sur le calcul de réponse
après réduction sur la base T1 est inférieur à 5%. Cette diminution de l’erreur est liée
au fait que la couche viscoélastique a alors une déformation spatialement plus complexe
et l’enrichissement simple proposé devient obsolète.
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Fig. 2.21 – MAC entre T̃visc et la projection Tproj de T̃stand sur la base T̃visc.

Le MAC entre T̃visc
1 et la projection de T̃stand sur la base T̃visc permet de visualiser

la différence entre les sous-espaces représentés par T̃visc et T̃stand. On remarque que les
modes d’enrichissement proposés ne sont pas en mesure de représenter l’information
contenue dans les vecteurs T̃visc1 , T̃visc5 et T̃visc7 . En revanche les quatre autres vecteurs
constituant T̃visc sont représentés par T̃stand.

2.2.4 Conclusion sur l’enrichissement

L’enrichissement de bases de réduction est une étape primordiale pour la synthèse
modale. Dans des domaines tels que la sous-structuration, on imagine que disposer
de bases adéquates pour représenter le comportement des sous-structures est indis-
pensable. Cette section a mis en lumière le processus d’enrichissement proposé qui
permet de prendre en compte les modes de correction statique associés aux efforts
viscoélastiques. Le fait de considérer la partie liée à l’amortissement du système comme
étant une contribution extérieure au système conservatif associé permet en effet de pro-
poser un enrichissement naturel de la base classique composée des vecteurs propres et
des modes de corrections statiques associés aux efforts d’entrée.

On a vu que le gain réalisé grâce à la prise en compte des efforts viscoélastiques
dans la base de réduction est principalement dû à la description du cisaillement de
la couche viscoélastique. Ce résultat concorde avec le fait que le cisaillement est le
principal mode de dissipation.

1 .̃ signifie que l’on ne considère que la partition des ddl de translations sur x et sur y.





Chapitre 3

Utilisation de méthodes classiques
de conception pour un dispositif
amortissant original

Le chapitre 3 dresse un bilan des méthodes classiques de conception appliquées au
contexte industriel d’EDF. Dans un premier temps, le contexte industriel est défini
à la section 3.1. Un cas possible d’application y est présenté. La section 3.2 présente
alors le démonstrateur utilisé et l’objectif fixé pour les développements de la thèse. À
partir de ce démonstrateur, un dispositif amortissant original intégrant des matériaux
viscoélastiques est étudié en section 3.3. La section 3.4 propose enfin la comparaison cal-
cul/essai de la structure modifiée et la conclusion sur l’emploi d’un modèle numérique
non recalé pour la conception de modifications structurales.

3.1 Le problème industriel

3.1.1 Contexte

Les problèmes vibratoires rencontrés classiquement sur le parc d’EDF sont de
deux types. Le premier regroupe les excitations harmoniques souvent associées aux
fréquences de rotation des machines tournantes (moteurs ou pompes). Le second
type regroupe les excitations large bande dues par exemple à des interactions fluide-
structure, des écoulements turbulents, etc.

Le traitement des excitations harmoniques par des modifications en masse ou en
raideur est efficace dans la plupart des cas. L’ajout de masses localisées permet de
décaler vers le bas les fréquences propres de la structure et d’écarter le pic de résonance
incriminé dans le problème vibratoire. L’ajout de raidisseurs a l’effet inverse : on observe
une augmentation des fréquences propres. L’éloignement d’un pic de résonance d’une
raie excitatrice permet alors de diminuer le niveau vibratoire.

Les cas de densité spectrale importante peuvent cependant être problématiques
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pour ce genre de modifications. Dans ces cas, le décalage des fréquences propres peut
être une solution difficile à mâıtriser ; le décalage peut provoquer l’excitation d’un mode
voisin qui aurait subi l’effet de la modification. Le risque de décaler en fréquence un
mode capable de s’apparier avec les efforts d’excitation existe alors.

L’ajout d’éléments amortissants est une alternative de modification intéressante
pour plusieurs raisons. L’intérêt de ce genre de modification n’est pas le décalage
fréquentiel mais la diminution globale du niveau vibratoire par amortissement. Ce type
de modifications est donc particulièrement adapté pour les problèmes avec excitation
large bande. En effet le décalage de fréquence obtenu par les modifications en masse
ou en raideur n’est généralement pas suffisant pour éloigner les résonances de la bande
excitée.

Dans le cas de forte densité modale, et d’excitations harmoniques, les modifications
dissipatives apportent à nouveau une perspective de traitement intéressante.

Un dernier point est le caractère relativement peu intrusif des modifications dissi-
patives. Dans la majorité des cas, l’ajout de raidisseurs nécessite en effet une liaison
continue de taille relativement importante entre les sous-structures et, est largement
intrusif. Nous verrons que des solutions d’amortissement discrètes sont envisageables
et autorisent ainsi une plus grande liberté d’intégration.

Il existe également des problèmes vibratoires industriels dont l’origine est une exci-
tation harmonique, mais pour lesquels les modifications en masse ou en raideur n’ont
pas apporté de solutions stables dans le temps. L’amortissement est une nouvelle pers-
pective de traitement vibratoire pour ce type de problèmes. Ce cas d’application envi-
sagé dans un futur proche est détaillé sur un exemple en section 3.1.2.

3.1.2 Un exemple d’application possible

Le contrôle du vieillissement de certaines structures est indispensable tant pour
des raisons économiques, que pour des raisons de sécurité. Les alternateurs (figure 3.1)
des groupes turbo-alternateurs (GTA) en sont un bon exemple. Il s’agit d’éléments
sensibles de la châıne de production électrique, derniers maillons de la transformation
de l’énergie disponible (nucléaire, thermique, hydraulique...) en énergie électrique.
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Fig. 3.1 – Schéma d’alternateur.

Ces structures sont le siège de vibrations élevées en fonctionnement, vibrations qui
proviennent principalement de l’appariement des forces électromagnétiques induites
entre le rotor et le stator. On observe une harmonique prépondérante autour de la
fréquence de rotation. Les extrémités du stator, appelées cages de développantes ou
têtes de bobines, sont des parties particulièrement critiques pour lesquelles on déplore
des avaries directement liées aux vibrations induites par cette excitation.

L’évolution mécanique de la structure, une perte de raideur des matériaux isolants,
a pour effet de rapprocher de la raie d’excitation des fréquences de résonance de certains
modes propres excitables. Ce phénomène se traduit par une augmentation lente des
niveaux vibratoires sur les têtes de bobines.

Les solutions tentées jusqu’à présent afin de limiter ce problème ont consisté à
désaccorder les modes propres incriminés en cherchant à éloigner les fréquences propres
de ces derniers :

– soit en rigidifiant la structure, par la remise en tension des calages : cela a pour
effet d’augmenter la fréquence des modes propres,

– soit au contraire en ajoutant de la masse, ce qui a pour effet de diminuer la
fréquences des modes propres.

Dans certains cas, la mise en œuvre de ces solutions n’a pas donné entière satis-
faction : une dérive lente en fréquence du comportement est observée et le problème
vibratoire réapparâıt rapidement après l’installation des modifications.

C’est pourquoi, dans le cadre d’un projet de recherche d’EDF (le projet VITAL),
il a été décidé d’étudier un autre type de solution de réduction des vibrations à l’aide
de modifications dissipatives [30].

Les modes incriminés dans ces problèmes vibratoires sont des modes d’ovalisation à
3 lobes du stator. La figure 3.2 montre les modes à 2 et 3 lobes mesurés et superposés
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avec ceux provenant d’un modèle numérique de la structure.

Fig. 3.2 – Modes d’ovalisation à 2 et 3 lobes d’un alternateur.

La modélisation de la structure pose de nombreux problèmes. EDF est un exploi-
tant et ne dispose généralement pas des modèles numériques des structures exploitées.
De plus la modélisation est délicate du fait de la taille, de l’hétérogénéité ou du nombre
de liaisons de la structure. En outre, chaque structure a un comportement différent,
car le montage est relativement artisanal, et a également une évolution de compor-
tement différente. Le recalage de ce genre de structures n’est donc pas envisageable
et la conception de modifications correctrices du comportement à l’aide des méthodes
classiques de conception est donc rendue difficile.

3.2 Le démonstrateur

Le démonstrateur, support des développements de la thèse, est introduit en section
3.2.1. Une analyse modale de la structure est ensuite présentée en section 3.2.2 puis
une modélisation est proposée en section 3.2.3.

3.2.1 Justifications du choix du démonstrateur

Le département AMA (Analyses Mécaniques et Acoustiques) d’EDF R&D dispose
d’un certain nombre de démonstrateurs permettant de reproduire le comportment de
structures d’exploitation. Le démonstrateur de la figure 3.3 présente des modes d’ova-
lisation typiques des alternateurs présentés en section 3.1.
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Fig. 3.3 – Photo du démonstrateur initial.

Il est évident que le comportement dynamique du démonstrateur constitué de tôle
d’acier homogène est nettement plus aisé à idéaliser que celui d’une vraie cage de
développantes d’alternateur, à la géométrie complexe, assemblage de matériaux et de
structures hétérogènes et au comportement non isotrope et non linéaire.

Cependant la complexité du démonstrateur a été jugée suffisante pour constituer un
bon cas test de validations du principe de la mise en œuvre de dispositifs amortissants
pour réduire les vibrations des structures d’EDF.

En conséquence ce démonstrateur sera celui qui servira de support à l’évaluation
des méthodes de prédiction de l’ajout de modification dissipative présentées dans cette
thèse.

3.2.2 Analyse modale expérimentale de la structure initiale

Le démonstrateur choisi est un cylindre creux soudé sur une plaque circulaire elle-
même vissée en quatre points sur une plaque carrée. Les dimensions sont répertoriées
dans le tableau 3.1. Le tout est réalisé en acier.
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Désignation Dimension (mm)

cylindre
hauteur 800
diamètre 600
épaisseur 5

plaque circulaire
diamètre 920
épaisseur 5

plaque carrée
largeur 1200

épaisseur 5

appendices du
cylindre

hauteur 15
épaisseur 4

côté 10

Tab. 3.1 – Dimensions du démonstrateur

Le maillage capteur correspondant aux mesures effectuées est montré sur la figure
3.4. Pour des raisons de visibilité, le maillage numérique est affiché également. La cou-
ronne supérieure est instrumentée par 12 capteurs tri-axiaux. Les couronnes inférieures
sont des couronnes de 6 capteurs tri-axiaux chacune. Les mesures sur la plaque sont
des mesures verticales. Cette configuration capteurs est assez dense pour permettre
l’identification des premiers modes de la structure jusqu’à environ 200Hz. La cou-
ronne supérieure de 12 capteurs permet l’identification des modes d’ovalisation à 4
lobes dont les fréquences propres sont situées autour de 200Hz.

Fig. 3.4 – Maillage capteur (filaire rouge) superposé sur le maillage numérique (bleu)
avec les trois points d’excitation.

Les transferts de la figure 3.5 illustrent la réciprocité de la structure.
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Fig. 3.5 – FRF expérimentales. Mesures collocalisées. Illustrations de la réciprocité.

Les modes identifiés sont les modes de pompage, de bascule (mode double), d’ova-
lisation à 2 lobes, à 3 lobes (fig. 3.6) et à 4 lobes, ainsi que des modes de la plaque.
Le tableau 3.2 donne les désignations, les fréquences propres et les amortissements
modaux des modes identifiés de la structure.

45,4 Hz 0,36% 49,4 Hz 0,30% 105,0 Hz 0,23% 107,4 Hz 0,21%

Fig. 3.6 – Quelques modes identifiés de la structure initiale.
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Désignation des modes f (Hz) ξ (%)

Pompage 17,1 0,67

Bascules
23,2 0,70
23,2 0,70

Ovalisation 2 lobes (1) (sur les axes principaux) 45,4 0,34
Ovalisation 2 lobes (2) (sur les diagonales) 49,7 0,29
Modes de plaque 81,8 1,26

Ovalisation 3 lobes
105,0 0,23
107,5 0,27

Modes de plaque

112,7 0,58
126.9 0,34
137.7 0,85
179,1 0,60

Ovalisation 4 lobes
189,6 0,47
192,3 0,52

Modes de plaque 200,7 0,77

Tab. 3.2 – Désignation des premiers modes, fréquences propres f et coefficients
d’amortissement modal ξ identifiés.

On observe quelques perturbations des mesures autour de 30 et 70 Hz. Cependant
la prise en compte de ces perturbations comme pôle dans l’identification ne donne pas
de résultats cohérents et ont donc été écartées. Il semble s’agir de modes des vis, liens
entre la plaque carrée et la plaque circulaire ; leur identification n’est pas évidente et
le modèle numérique ne permet pas de confirmer clairement cette analyse. De plus la
dispersion de ces perturbations sur une gamme de fréquence et la mauvaise qualité des
pics de résonance incitent à ne pas les prendre en compte.
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3.2.3 Description numérique

Le modèle numérique de la structure est schématisé sur la figure 3.7.

Fig. 3.7 – Définition du cas test et des entrées/sorties des transferts affichés.

Le maillage est constitué d’éléments coque linéaire à trois et quatre noeuds. Les
caractéristiques modales du modèle numérique permettent de mettre en place une pré-
étude numérique du traitement amortissant.

La structure présente des modes caractéristiques de certaines applications d’EDF.
Les modes de pompage et de bascule sont généralement des modes typiques des pompes
et autres moteurs. Les modes d’ovalisation se rencontrent sur des structures circulaires,
par exemple des cages d’alternateurs. Les caractéristiques modales du démonstrateur
dans la gamme de fréquences à laquelle on s’intéresse par la suite sont données dans le
tableau 3.3.
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Désignation des modes Fréquences propres (Hz)

Pompage 15,7

Bascules
21,8
22,5

Ovalisation 2 lobes (1) (sur les axes principaux) 43,5
Ovalisation 2 lobes (2) (sur les diagonales) 48,2

Modes de plaque
73,3
92,6
100,9

Ovalisation 3 lobes
104,5
111,9

Modes de plaque

138.0
139.1
160.1
169.9
183.1

Ovalisation 4 lobes
199.1
199.5

Tab. 3.3 – Désignation des premiers modes et fréquences propres calculés
numériquement

43,5 Hz 48,2 Hz 104,5 Hz 111,9 Hz

Fig. 3.8 – Modes du démonstrateur.

La figure 3.9 montre un transfert de la structure. Dans la suite, on cherche à dimi-
nuer le niveau vibratoire de la structure sur la gamme de fréquence [30 − 150]Hz, ce
qui correspond à traiter les modes d’ovalisation à 2 et 3 lobes.
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Fig. 3.9 – Transfert du démonstrateur numérique.

Quelques paramètres du modèle numérique présenté ici ont été ajustés en s’ap-
puyant sur les résultats de l’analyse modale. L’ajustement de ces paramètres n’est pas
décrit dans la thèse car il ne s’agit que d’un recalage grossier du comportement de la
structure. Les paramètres principaux qui ont été ajustés sont les paramètres de liaison
entre la plaque carrée et la plaque circulaire. C’est une liaison difficile à modéliser et le
comportement du modèle est très sensible à la modélisation de cette liaison réalisée à
l’aide de 4 vis (3 alentours et 1 au centre). La solution de modélisation retenue est un
réseau de liens rigides autour des points de liaison. Cette modélisation n’est sans doute
pas la plus réaliste mais permet de retrouver des déformées d’ovalisation de bonne
qualité.

Le modèle numérique fournit des déformées relativement similaires à celles iden-
tifiées. Ci-dessous, on peut voir que le MAC entre les déformées calculées à partir du
modèle numérique restreintes sur les points de mesure et les déformées mesurées fournit
de très bons résultats sur les 7 premiers modes. Au-delà, l’identification commence à
échouer du fait du manque de capteurs sur la plaque.
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Fig. 3.10 – MAC sur les points de mesure entre déformées calculées et déformées
identifiées.

La figure 3.11 compare les transferts mesurés, synthétisés avec les modes identifiés
jusqu’à 200Hz, et calculé à partir du modèle numérique. Elle illustre les difficultés
de modélisation d’une telle structure. Même si les formes des modes de pompage,
bascule et ovalisation sont bien modélisées, on remarque que les transferts calculés
sont relativement éloignés des transferts mesurés. Le recalage d’une telle structure
nécessiterait un nombre de mesures important qu’il n’est pas envisageable de pratiquer
d’un point de vue industriel.

Fig. 3.11 – Transferts mesurés, synthétisés avec les modes identifiés jusqu’à 200Hz et
calculés à partir du modèle numérique.
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L’objectif est la diminution du niveau vibratoire sur le cylindre sur la bande de
fréquence de 30 à 150Hz, ce qui correspond à amortir les modes d’ovalisation à 2 et 3
lobes.

La modélisation d’une structure complexe n’est pas aisée. Pour obtenir un compor-
tement représentatif sur une large bande de fréquences, il est nécessaire de disposer
d’un nombre important de mesures et d’outils de recalage. Les techniques de recalage
sont nombreuses mais ne sont pas l’objet de la thèse. Les références [45], [80] ou [26]
passent en revue les différentes techniques de recalage. Le recalage est une phase longue
et coûteuse d’une modélisation et ne correspond pas aux besoins d’EDF dont le parc
industriel est composé de structures très complexes avec des variations de compor-
tement importantes pour le même type de structures. Il s’agit souvent de structures
qui évoluent dans des conditions d’exploitation différentes. La qualité de modélisation
atteinte (figure 3.11 par exemple) dans notre cas d’étude est typique des modélisations
de reprise de conception. On propose par la suite l’utilisation de ce modèle pour évaluer
l’effet d’une modification amortissante.

3.3 Description de la modification

La conception d’une modification est soumise à un certain nombre de conditions,
d’encombrement par exemple, ou de maintenance... L’objectif de cette section est de
proposer un concept original de traitement amortissant de modes d’ovalisation d’une
structure de même type que le démonstrateur décrit en section 3.2.

On choisit une modification réalisée à partir de tirants amortis (section 1.2) pour
deux raisons principales.

Les tirants amortis utilisés dans le bâtiment ou l’aéronautique décrits à la section 1.2
donnent une certaine liberté de conception. Les paramètres de conception, le module
de cisaillement G du matériau viscoélastique, la surface S du matériau et son épaisseur
τ , autorisent un grand domaine d’ajustements pour un encombrement minimal.

De plus, l’utilisation de modifications discrètes permet d’avoir un critère de concep-
tion simple. L’amortissement est directement lié à l’importance du cisaillement de
la couche viscoélastique, c’est-à-dire au différentiel de déplacement entre les deux
extrémités du tirant. Ainsi, sur une structure vibrante, l’installation d’un tirant entre
un point fixe et un ventre de vibration permet d’obtenir le meilleur différentiel pour
un mode donné et donc le meilleur amortissement.

Un autre avantage des modifications discrètes est le caractère faiblement intrusif de
la modification sur la structure initiale. L’installation de tirants amortis à un impact
sur un nombre discret de points de la structure alors que l’installation d’un raidisseur
nécessite des filets de soudure ou de nombreux points d’ancrage pour s’approcher de
liaisons continues.
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Dans cette section, on propose, dans un premier temps (section 3.3.1), un concept
de dispositif amortissant autosupporté utilisant des tirants. À la section 3.3.1, les effets
des paramètres de conception du dispositif sont étudiés. La section 3.3.4 présente les
effets de la modification dissipative définitive.

3.3.1 Concept original de dispositif amortissant

L’installation d’un tirant ou d’un réseau de tirants entre des points fixes et les
ventres d’un mode ou entre les ventres eux-mêmes permet l’amortissement de celui-ci.

Pour un mode d’ovalisation à 2 lobes d’une structure cylindrique, un tirant re-
liant deux points diamétralement opposés permet d’amortir ce mode (fig. 3.12). En
revanche il n’aura que très peu d’impact sur le mode d’ovalisation orthogonal. Pour
l’amortissement de ce deuxième mode, un autre tirant décalé de 45̊ devra être installé.

Le même raisonnement est applicable pour les modes d’ovalisation d’ordre
supérieur. Ainsi pour amortir un mode d’ovalisation à 3 lobes, un réseau de 3 tirants
sera nécessaire. Le mode à 3 lobes orthogonal ne sera en revanche pas impacté sinon
par un dispositif similaire décalé de 30̊ .

Fig. 3.12 – Principe de conception pour l’amortissement de modes d’ovalisation

Ce principe de conception doit cependant être adapté à l’environnement de la struc-
ture à modifier. Plusieurs conditions sont en général imposées :

– les modifications ne peuvent être placées que sur les surfaces externes à la struc-
ture.

– des appendices empêchent en général la régularité angulaire de pose de tirants.
– l’existence d’un point fixe (appartenant au bâti) disponible pour encastrer une

modification est très hypothétique.
Toutes ces conditions rendent évidemment la conception moins systématique.
Dans le cas où l’encastrement des tirants fixés à l’extérieur de la structure est

possible, seule la répartition angulaire des tirants peut être problématique. Dans cette
configuration, chaque tirant joue un rôle quasiment indépendant.

En revanche dans le cas où l’encastrement est impossible (structure isolée, bâti
trop faible...), on va exploiter les différentiels de déplacement. Sur le même principe du
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tirant fixé entre deux points diamétralement opposés pour amortir le mode d’ovalisation
à deux lobes, ici on propose d’utiliser une couronne suffisamment rigide et de faire
travailler en opposition deux tirants liés à ces deux points et sur la couronne (Fig.
3.13).

Fig. 3.13 – Utilisation d’une couronne rigide comme support de travail des tirants
amortis

L’utilisation d’un telle couronne impose néanmoins d’assurer sa stabilité et son
équilibre à l’aide des tirants eux-mêmes. Ainsi la symétrie de la répartition des tirants
doit être largement respectée afin d’assurer son équilibre et les tirants doivent être en
nombre suffisant pour la stabilité et la tenue statique de l’ensemble.

Le support de la couronne impose également l’orientation des tirants de manière à
équilibrer le chargement, ici, la pesanteur.

Dans cette section, on considère le modèle éléments finis du démonstrateur défini
en 3.2. On considère une modification amortissante (figure 3.14) modélisée, ici, par
une couronne rigide reliée et supportée par des éléments bar de raideur complexe K =
k(1 + iη). Ces derniers modélisent les tirants amortis rotulés à leurs extrémités, ce qui
correspond à la réalisation détaillée à la section 1.2.2.
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Fig. 3.14 – Démonstrateur avec une modification modélisée par une couronne rigide
reliée et supportée par des éléments bar.

L’adaptation de la modification au démonstrateur impose, comme on vient de le
dire, certains choix de conception. Les trois appendices soudés sur le haut du cylindre
imposent en effet une répartition régulière de trois ensembles de tirants. Afin d’assurer
la stabilité de la couronne rigide, les trois ensembles sont identiques. Ils sont composés
de deux tirants orientés dans le plan vertical orthogonal à la surface du cylindre. Ils
sont orientés à ±45̊ , l’un à +45̊ , l’autre à −45̊ , pour répartir l’effet de la pesanteur.
Un troisième tirant est ajouté dans le plan horizontal pour éviter les pseudo-modes de
corps rigide de la couronne.

3.3.2 Effet de la position des tirants

Cette section présente l’étude de l’influence de la répartition angulaire des tirants.
Deux configurations sont étudiées. La première est une configuration à 6 tirants. La
figure 3.15 est une schématisation du cas test. La deuxième est une configuration à 9
tirants, schématisée en figure 3.18, assurant une plus grande stabilité de l’ensemble.
La répartition angulaire est repérée dans les deux cas par un angle θ introduit dans
chaque sous-section.

3.3.2.1 Configuration à 6 tirants

Dans un premier temps, on ne considère que 6 tirants : 3 horizontaux pour amortir
les modes de corps rigides de la couronne, et 3 dans des plans verticaux normaux à la
surface du cylindre. La figure 3.15 schématise la configuration proposée.
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θ = −33, 75◦ θ = 3, 25◦

Fig. 3.15 – Démonstrateur vu de dessus. Position des tirants repérée par l’angle θ.

Les trois tirants dans les plans verticaux sont orientés à +45̊ par rapport à l’hori-
zontale de manière à supporter le poids de la couronne (composante verticale) tout en
travaillant sur l’amortissement des modes d’ovalisation (composante horizontale). Les
tirants sont donc précontraints en traction.

Fig. 3.16 – Évolution des caractéristiques modales selon différentes configurations
pour des modes d’ovalisation à 2 lobes ;
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On observe une évolution cyclique de la fréquence propre et de l’amortissement
des modes d’ovalisation à 2 lobes en fonction de la position des tirants amortis (figure
3.16). Les courbes d’évolution de chacun des deux modes d’ovalisation à 2 lobes sont
en phase.

Fig. 3.17 – Évolution des caractéristiques modales selon différentes configurations
pour des modes d’ovalisation à 3 lobes ;

La fréquence propre et l’amortissement des modes d’ovalisation à 3 lobes sont
également des fonctions sinusöıdales de la position des tirants amortis. La période
des sinusöıdes est en revanche plus faible pour les ovalisations à 3 lobes (T ≈ π/3)
que pour les ovalisations à 2 lobes (T ≈ π/2), ce qui est cohérent avec l’intuition
que l’on peut avoir sur l’effet de la répartition des tirants. On note cependant que
les courbes d’évolution de l’amortissement des modes d’ovalisation à 3 lobes sont en
opposition de phase. Cette caractéristique est à nouveau en cohérence avec ce que l’on
avait annoncé. Lorsqu’un mode est amorti au maximum, les tirants des plans verticaux
répartis régulièrement à 120̊ agissent sur chacun des lobes d’un mode d’ovalisation à
trois lobes. L’impact des tirants sur le mode orthogonal est donc moindre puisque les
lobes sont alors décalés de 60̊ par rapport à la position des tirants.

L’amortissement est optimal pour certaines positions selon le mode observé. La
position θ = 0 est un choix judicieux puisqu’on atteint environ 8% d’amortissement
pour les modes à 2 lobes et 4% pour les modes à 3 lobes.

3.3.2.2 Configuration à 9 tirants

Dans un souci d’améliorer la stabilité de l’ensemble, la configuration finale à 9
tirants est proposée (figure 3.14).
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θ = 41, 25◦ θ = −11, 25◦

Fig. 3.18 – Démonstrateur vu de dessus. Position des tirants repérée par l’angle θ.

La figure 3.18 est une schématisation du nouveau démonstrateur. La répartition
angulaire est repérée par l’angle θ. Ainsi chaque position testée correspond à un angle
2θ entre deux tirants de chaque groupe.

Fig. 3.19 – Évolution des caractéristiques modales selon différentes configurations
pour des modes d’ovalisation à 2 lobes ;
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La figure 3.19 montre l’évolution de la fréquence propre et de l’amortissement modal
des deux modes orthogonaux d’ovalisation à 2 lobes. On voit que la position des tirants,
dans cette configuration, a une influence non négligeable sur l’amortissement de ces
deux modes. On remarque que lorsque θ est proche de 0, i.e. lorsque les tirants sont
dans le même plan, l’amortissement de ces modes chute. On se trouve alors dans une
configuration où les lobes des deux modes orthogonaux d’ovalisation font largement
moins travailler les tirants amortis. L’écart de la valeur de l’amortissement entre deux
positions extrêmes atteint environ 50% de la valeur d’amortissement maximal.

Fig. 3.20 – Évolution des caractéristiques modales selon différentes configurations
pour des modes d’ovalisation à 3 lobes ;

Pour les modes d’ovalisation à 3 lobes (figure 3.20), on observe également une
évolution de l’amortissement et de la fréquence. Il est intéressant de noter que
l’évolution est ici sinusöıdale en fonction de la position. La période des courbes est
d’environ π/3. Il faut noter également que les amortissements de chacun de ces modes
orthogonaux sont déphasés. Ainsi le maximum d’amortissement d’un des modes est at-
teint lorsque l’amortissement de l’autre est au minimum. L’écart maximum entre deux
valeurs locales extrêmes atteint 5% pour un maximum autour de 7%. Pour l’amortis-
sement des modes d’ovalisation à 3 lobes, on préférera donc une position de tirants
permettant d’avoir un amortissement équivalent pour chacun des deux modes.

Dans cette configuration à 9 tirants, les positions optimales des tirants (θ ≈ −π
3

ou
θ ≈ π

3
) permettent d’atteindre environ 15% d’amortissement pour les modes à 2 lobes

et 5% pour les modes à 3 lobes.
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3.3.2.3 Répartition de l’énergie de déformation dans les différents tirants

L’amortissement des différents modes d’ovalisation est réalisé par plusieurs réseaux
de tirants. L’utilisation simultanée de ces différents réseaux crée cependant des inter-
actions et l’étude de la répartition d’énergie de déformation dans les différents tirants
permet de vérifier que chacun d’entre eux contribue à l’amortissement.

La figure 3.21(a) donne la fraction d’énergie de déformation présente dans les tirants
amortis sur l’énergie totale dissipée pour la configuration à 9 tirants. Les modes à fort
amortissement sont ceux où l’énergie de déformation des tirants est la plus importante.
Les pseudo-modes de couronne, les modes d’ovalisation à 2 et 3 lobes sont les modes
amortis (modes 4 à 11, 15 et 16). Les autres modes correspondent aux modes de
pompage, de bascule et de plaque ne font pas ou peu travailler les tirants.

La figure 3.21(b) donne la répartition d’énergie de déformation entre les différents
tirants. Elle permet de vérifier que chacun des tirants joue un rôle important dans
l’amortissement.

(a) (b)

Fig. 3.21 – Répartition d’énergie de déformation. (a) : fraction d’énergie de
déformation présente dans les tirants amortis sur l’énergie totale dissipée. (b) :
répartition de l’énergie dissipée entre les différents tirants.

La configuration proposée donne des résultats satisfaisants d’amortissement. On
vérifie que tous les tirants participent à l’amortissement.

3.3.3 Dimensionnement de la modification

Le dimensionnement de la modification dépend de différents paramètres. La section
3.3.3.1 présente le paramètre de raideur des tirants, qui intervient directement sur
l’amortissement. Il est possible de déterminer une raideur optimale pour chacun des
modes. Le suivi modal est délicat dans des cas très dissipatif et l’examen de transfert
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permet plus facilement de déterminer la raideur optimale. La section 3.3.3.2 montre
l’effet de la masse de la modification sur l’amortissement et le couplage de certains
modes.

Enfin la dissipation énergétique liée au travail de la modification influence parti-
culièrement le comportement de la structure (section 3.3.3.3).

3.3.3.1 Effet de la raideur des tirants

La raideur du tirant joue un rôle prépondérant dans la qualité de l’amortissement.
Il existe en effet une valeur optimale de raideur pour laquelle un mode sera amorti au
mieux. Cette raideur optimale dépend évidemment du nombre de tirants ainsi que de
leur répartition. Le démonstrateur utilisé ici est celui de la figure 3.14. On considère
dans un premier temps un comportement de la structure indépendant de la fréquence.

La figure 3.22 présente des transferts du modèle numérique initial, et de la structure
modifiée pour différentes raideurs des tirants.
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Fig. 3.22 – Transferts avant et après modification pour différentes raideurs des tirants
(localisations capteurs données sur la figure 3.7).

Le tracé des transferts permet de réaliser un choix sur la raideur optimale des
tirants. Il s’agit en effet d’une solution de choix efficace car le suivi modal en fonction
de l’évolution de la raideur des tirants est malaisé à cause du couplage fort entre
différents modes.

Les pseudo-modes rigides de la couronne évoluent effectivement en fonction de la
raideur des tirants et leur fréquence propre s’en trouve modifiée. Un couplage entre ces
modes et les modes voisins en fréquence apparâıt donc. Le suivi des modes est ainsi
perturbé et les déformées largement transformées. La figure 3.24 représente l’évolution
d’une réponse fréquentielle en fonction de la raideur des tirants. Certains modes se
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croisent, ce qui provoque une évolution des déformées, un couplage puis un découplage.
Sur la figure 3.24, le facteur de perte considéré pour les tirants est artificiellement réduit
de manière à ne considérer qu’un amortissement structural afin de mettre en évidence
les croisements modaux.

Fig. 3.23 – Évolution d’un transfert en fonction de la raideur des tirants (facteur de
perte de 0, 01).

L’observation de la résonance autour de 90Hz est intéressante. Le mode associé
à cette résonance est un mode de la plaque. L’évolution de la raideur des tirants n’a
donc que très peu d’influence sur ce mode qui s’exprime très localement. On voit
cependant que l’interaction avec d’autres modes qui subissent largement l’influence
des tirants perturbe le suivi du mode décrit. En suivant l’évolution de ce mode en
fonction de la raideur des tirants (à partir d’une raideur k0 = 105N.m−1 vers des
valeurs supérieures), on observe un premier couplage avec un mode d’ovalisation
à 3lobes (f(k0) ≈ 65Hz). La fréquence propre de ce mode augmente logiquement
rapidement avec l’augmentation de la valeur de la raideurs des tirants. On observe
ensuite un deuxième couplage de ce mode avec, cette fois-ci, un mode d’ovalisation
à 2 lobes (f(k0) < 40Hz). Le couplage est très fort et la résonance observée pour
des raideurs plus importantes (k > 7.106N.m−1) semble être la continuité du mode
d’ovalisation à 2 lobes. Il s’agit en fait du mode de la plaque, la fréquence propre du
mode d’ovalisation à 2 lobes augmentant et le couplage diminuant. La résonance du
mode d’ovalisation à 2 lobes est ensuite à peine visible du fait de la raideur importante
des tirants.
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En prenant un facteur de perte de l’ordre de grandeur de ceux des matériaux
viscoélastiques, on met en évidence l’évolution des amortissements modaux et la diffi-
culté accrue du suivi de modes.

Fig. 3.24 – Évolution d’un transfert en fonction de la raideur des tirants (facteur de
perte de 0, 1).

3.3.3.2 Effet de la masse de la couronne

La couronne rigide supportée par les tirants peut également avoir un effet non
négligeable sur l’amortissement de certains modes. L’inertie de celle-ci crée des
phénomènes parasites.

Tout d’abord sur les modes de pompage ou de bascule (fig. 3.25), la couronne aura
tendance à faire diminuer leur fréquence propre par un effet de masse ajoutée.
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Fig. 3.25 – Évolution de la fréquence et de l’amortissement en fonction de la masse
de la modification.

Un autre effet de la masse de la couronne est l’existence de pseudo-modes de corps
rigide de celle-ci. Selon sa masse, ces modes ont des répercussions sur les modes de la
structure entière. La raideur des tirants est également un facteur d’évolution des ces
modes parasites. Ainsi pour des raideurs de tirants relativement faibles et une masse
de couronne trop importante, on observe un amortissement des modes de pompage et
de bascule.

Pour une masse plus faible, on remarque un couplage des modes rigides de la cou-
ronne avec les modes d’ovalisation à deux lobes ou à trois lobes selon la raideur des
tirants.

3.3.3.3 Effet de la dissipation énergétique

Afin de réaliser un dimensionnement rigoureux d’un dispositif amortissant à base
d’élastomères, il peut être nécessaire de s’intéresser aux aspects thermomécaniques de la
dissipation qui peut modifier le comportement du polymère, sensible à la température.
Les interactions moléculaires internes lors des déformations (en particulier lors de vi-
brations) se traduisent d’un point de vue macroscopique par une dissipation d’énergie.

Lesieutre et Govindswaly [59] décrivent une méthode de prise en compte de l’aug-
mentation de température induite par le travail de matériaux viscoélastiques. Ils ex-
hibent le phénomène de « thermal runaway » qui peut être très pénalisant dans certaines
applications soumises à de forts chargements.

Il s’agit de l’augmentation de la température, dans le cas où le flux thermique n’est
pas suffisant pour équilibrer la production de chaleur due au travail de l’élastomère,
qui provoque une modification sensible du comportement du matériau viscoélastique.

Pour une application industrielle, ce point doit être très largement pris en
considération. On a vu à la section 1.1.3 que l’influence de la température peut être
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prise en compte à l’aide d’un facteur de décalage fréquentiel αT et d’une fréquence
réduite αTf . La figure 3.26 montre le facteur de décalage en température du matériau
smactane50 utilisé pour notre application.

Fig. 3.26 – Facteur de décalage en température du smactane50.

Les données matériaux [60] nous permettent de proposer une évaluation quan-
titative de l’évolution de température lors du travail en cisaillement d’une couche
viscoélastique. De nombreuses approximations sont faites notamment sur l’uniaxia-
lité de la diffusion, considérant des épaisseurs petites devant la longueur de la couche.
On se place ainsi dans un cas pessimiste de dissipation de chaleur.

Considérons une couche de matériau viscoélastique de 3mm d’épaisseur, entourée
de deux plaques d’aluminium de 2mm d’épaisseur chacune. Les propriétés thermody-
namiques de l’aluminium et d’un polymère sont données dans le tableau 3.4.
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matériau
Masse Capacité Conductivité Diffusivité

volumique calorifique thermique thermique
ρ (kg/m3) cp (J/(kg.K)) k (W/(m.K)) α (m2/s)

aluminium 2700 900 237 9, 6.10−5

polymère 1120 1470 0, 25 1, 5.10−7

Tab. 3.4 – Propriétés thermodynamiques de l’aluminium et d’un polymère pour une
température T = 20◦C

On considère une sollicitation harmonique de 25N à une fréquence f = 36Hz
appliquée normalement au cylindre. La localisation de l’effort et le mode principalement
excité sont donnés sur la figure 3.27.

Fig. 3.27 – Application d’un effort normalement au cylindre.

L’application de cet effort donne lieu, pour le tirant le plus sollicité, à un étirement
maximal d’amplitude Adep = 2, 3.10−5m, soit une puissance d’environ P = 1W . Quatre
volumes de matériaux viscoélastiques participent à la dissipation d’énergie vibratoire
en chaleur soit un volume total V = 4 × (3, 5.10−2 × 3.10−2 × 3.10−3) = 1, 26.10−5m3.

On suppose un échange thermique avec l’air par convection en considérant un
coefficient d’échange thermique à l’interface entre le métal et l’air. On impose une
température constante T0 = 20◦C à l’air suffisamment loin du dispositif.

L’équilibre thermique est calculé en considérant un cas 1D de diffusion quasi-
statique. Les paramètres de l’étude sont donnés sur le schéma de la figure 3.28.
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Fig. 3.28 – Définition des paramètres de l’étude de dissipation thermique. On considère
une source de chaleur de puissance P = 1W dans le volume viscoélastique.

L’équation de la chaleur se réduit donc aux termes

∂2Tv

∂x2
= −

P

kvV
(3.1)

pour le matériau viscoélastique, où l’on considère une source volumique de chaleur
correspondant au travail du matériau,

∂2Ta

∂x2
= 0 (3.2)

pour les couches d’aluminium. Les conditions aux limites imposent un flux nul en x = 0
dû à la symétrie du problème

∂Tv

∂x |0
= 0, (3.3)

la continuité de la température et l’égalité des flux de chaleur à l’interface po-
lymère/aluminium en x = l

Ta(l) = Tv(l) (3.4)

−ka
∂Ta

∂x |l

= −kv
∂Tv

∂x |l

, (3.5)
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et un flux de chaleur vers l’extérieur décrit par un coefficient d’échange h ≈
15W.m−2.K−1 tel que

− ka
∂Ta

∂x |L

= h(Ta(L) − T0). (3.6)

La résolution de ce système d’équations donne le profil de températures présenté
sur la figure 3.29.

Cette augmentation de température modifie le comportement du matériau
viscoélastique. La figure 3.30 montre des transferts calculés à différentes températures.

Fig. 3.29 – Profil de températures dans les différentes couches de matériau.
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Fig. 3.30 – Transferts calculés pour différentes températures.

L’influence de la température est en effet très nette. On remarque que pour les basses
températures, la modification est plus efficace sur les hautes fréquences f > 30Hz. Et
la tendance s’inverse pour les hautes températures pour lesquelles la zone d’efficacité
est la zone basses fréquences f < 30Hz.

Selon l’application désirée, il conviendra de faire le choix le plus approprié pour
qu’au cours d’une sollicitation continue de la modification, l’échauffement du matériau
joue en faveur de l’amortissement de la réponse.

3.3.4 Conception finale

La conception d’un dispositif amortissant pour des modes d’ovalisation est, on l’a
vu, assez systématique : réseau de tirants amortis dont le nombre et la position sont
à fixer selon le mode considéré, sélection des tirants les plus efficaces... La géométrie
de la structure à amortir, l’environnement d’utilisation imposent néanmoins quelques
conditions de conception. Ainsi l’utilisation d’une couronne auto-supportée est parfois
à envisager et oblige donc à avoir une répartition régulière des tirants afin de répartir
uniformément l’effort statique de support.
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La configuration à 9 tirants donne des résultats d’amortissement très satisfaisants.
Cette configuration est retenue pour la suite. De plus, afin de mâıtriser au mieux
le comportement du matériau viscoélastique, il est idéal de limiter la précontrainte
statique. Or avec une couronne de masse m = 15kg, et une configuration à 9 tirants
(6 des 9 tirants reprennent le poids de la couronne), les tirants amortis de la section
1.2.2 permettent de limiter les effets de la précontrainte statique difficiles à quantifier
sans test approprié.

La configuration retenue pour amortir les vibrations entre 30 et 150Hz est composée
d’une couronne hexagonale suffisamment rigide (on s’assure que la fréquence du premier
mode élastique de la couronne dans l’assemblage complet est supérieure à 180Hz) liée
à la structure initiale par 9 tirants amortis avec θ = π

3
. Le modèle éléments finis et la

photo de la structure modifiée sont présentés sur la figure 3.31.

Fig. 3.31 – Modèle éléments finis et photo de la structure modifiée.

Le choix du matériau viscoélastique, enfin, doit être orienté en fonction des condi-
tions d’exploitation, des caractéristiques intrinsèques des matériaux disponibles, etc.
Pour la thèse, le smactane50 a été retenu. Il permet d’atteindre des valeurs de facteur
de perte de 0, 5 à 0, 7 sur la gamme de fréquence qui nous intéresse avec des valeurs de
module de cisaillement G(f = 10Hz) = 1, 3.106 < G < G(f = 200Hz) = 1.107Pa.

Une épaisseur de 3mm pour les couches de matériaux viscoélastiques est choisie.
Cela correspond à une raideur de k = 5, 6.105N/m à 50Hz et à 20◦C. On atteint un
niveau vibratoire suffisamment bas pour répondre à nos besoins. La configuration finale
du tirant correspond au tirant présenté en section 1.2.2.

On vérifie que la dépendance fréquentielle du comportement est suffisamment faible
pour valider l’étude réalisée avec un comportement indépendant. La figure 3.32 compare
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deux transferts, l’un calculé avec le comportement du smactane50, l’autre avec une
raideur k = 5, 6.105N/m et un facteur de perte η = 0, 5.

Fig. 3.32 – Transferts calculés avec un comportement exact (ép. = 3mm) et avec un
comportement moyen k = 5, 6.105N/m et η = 0, 5.

Puis on vérifie que, dans cette configuration, le niveau des transferts (exemple sur
la figure 3.33) est effectivement très satisfaisant.

Fig. 3.33 – Transferts avant et après modification avec les tirants de la section 1.2.2.
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3.4 Analyse modale de la structure modifiée

Une fois la structure modifiée, une analyse modale est pratiquée afin d’évaluer
l’efficacité de la modification dissipative et la capacité (ou l’incapacité) du modèle
numérique non recalé à prédire l’effet de la modification.

La configuration capteurs est identique à celle utilisée pour l’analyse modale de la
structure initiale hormis l’instrumentation de la couronne.

La figure 3.34 montre un transfert mesuré et celui reconstruit à partir des modes
identifiés.

Fig. 3.34 – FRF après modification. FRF expérimentale et reconstruite à partir des
modes identifiés en bandes fines.

Les modes identifiés de la structure modifiée sont répertoriés dans le tableau 3.5.
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Désignation des modes f (Hz) ξ (%)

Pompage 12.6 1,5
Bascule 1 14.9 2,2
Bascule 2 20.7 3,7
CR couronne 24.5 8,0

Ov.2lob.
35.5 6,1
44.2 6,0

Ov.2lob.
55.6 12,1
72.0 14,7

Mode de plaque 84.2 4,1

Ov.3lob.
105.6 2,2
110.7 2,7
117.1 2,1

Modes de plaque
131.0 1,9
147.6 2,6
168.2 0,8
188.2 1,6

Ov.4lob.
192.9 1,1
193.6 1,2

Tab. 3.5 – Désignation des modes indentifiés de la structure modifiée, fréquences
propres et coefficients d’amortissement modaux.

Les modes identifiés sont relativement nombreux dans la bande de fréquences
considérée. En effet la modification dissipative est conçue à l’aide de tirants amor-
tis, et les caractéristiques du matériau viscoélastique sont choisies de telle manière que
les modes des tirants sont dans la bande d’efficacité de la modification.

Ainsi autour des modes d’ovalisation à deux lobes, on identifie d’autres modes
d’ovalisation mais pour lesquels les déformées de la modification sont perturbées par
un couplage avec des pseudo-modes de corps rigides de la couronne.

La figure 3.35 montre tous les modes identifiés présentant une ovalisation à 2 lobes.
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35,5Hz à 6,1% 44,2Hz à 6,0%

55,6Hz à 7,8% 72,0Hz à 14,7%

Fig. 3.35 – Modes d’ovalisation à 2 lobes identifiés après modification.

L’identification de ces modes très couplés les uns aux autres n’est pas aisée. D’un
point de vue expérimental, il sera raisonnable, par la suite, d’envisager la comparaison
des transferts plutôt que de chercher à identifier parfaitement les modes très amortis.

La figure 3.36 montre l’efficacité de la modification proposée et confirme la nécessité
de disposer d’une modèle numérique recalé pour espérer prédire l’effet d’une modi-
fication à l’aide des méthodes utilisées classiquement pour une phase de reprise de
conception.
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Fig. 3.36 – Comparaison de transferts calculés et mesurés avant et après modification.

3.5 Conclusion

Le concept de modification autosupportée par des tirants amortis a été validé dans
ce chapitre. On a vu l’efficacité d’une telle configuration pour l’amortissement de modes
d’ovalisation.

En revanche le calcul de l’effet de la modification à partir d’un modèle numérique
de la structure initiale réalisé sans recalage, hormis quelques paramètres réglés à la
main, n’est pas prédictif.

Les méthodes de recalage permettent de disposer d’un modèle représentatif d’une
structure sur une bande de fréquence très grande. Ces méthodes permettent donc
de prédire l’effet d’une modification structurale sur celle-ci. Les méthodes de sous-
structuration dynamiques sont en effet bien mâıtrisées et le couplage de deux sous-
structures numériques ne pose pas de problème particulier.

La phase de recalage est cependant une étape très coûteuse puisqu’elle réclame
un nombre important de mesures et ne peut pas être automatisée de façon robuste.
Dans le contexte industriel d’EDF, cette étape n’est donc pas envisageable. EDF est
un exploitant et ne dispose généralement pas de modèles numériques représentatifs de
ces structures d’exploitation. Les limitations en conception de modèles imposées par le
contexte, lui-même, rend l’utilisation d’autres méthodes de prédiction indispensable.

On propose donc au chapitre suivant l’étude de méthodes de prédiction de l’effet
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d’une modification dissipative sur une structure à partir de données expérimentales in-
complètes. Des méthodes de modifications structurales qui permettent d’écrire un cou-
plage entre sous-structures basé uniquement sur les données expérimentales existent.
Elles présentent néanmoins quelques limitations. Corus [16] a proposé une méthode
plus appropriée qui a été éprouvée dans un cadre industriel pour des modifications
sans amortissement. On propose ici de l’étendre à un contexte avec amortissement
pour l’adapter à la conception de dispositifs dissipatifs.



Chapitre 4

Revue bibliographique des
méthodes de modification
structurale

Dans le cadre industriel d’EDF présenté en section 3.1, et à la suite du bilan des
méthodes classiques de conception dressé à la section 3.5, il est nécessaire de s’intéresser
à des méthodes de modification structurale pour la conception de dispositifs amortis-
sants.

Que ce soit pour répondre aux besoins de réactivité d’EDF, ou à l’impossibilité
de construire un modèle recalé d’une structure, certaines méthodes de modification
structurale présentent des atouts conséquents.

Dès les années 1980, des méthodes permettant de prédire l’effet d’une modifi-
cation sur une structure ont vu le jour. Les méthodes de modification structurale
se répartissent en trois groupes. Le recalage de structure aux éléments finis, les
méthodes d’impédance ou les méthodes modales. De nombreux auteurs ont contribué
au développement de ces méthodes [83], [64], [32], [89].

Fig. 4.1 – Classification des méthodes de modification structurale.
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Les méthodes de recalage de modèles ne répondent évidemment pas aux besoins
de réactivité. En revanche les autres méthodes basées sur l’utilisation directe de
données expérimentales ont des formulations intéressantes. La méthode par couplage
d’impédance, présentée en section 4.1.3, utilise directement les impédances provenant
de l’analyse modale de la structure initiale. La méthode modale, présentée en section
4.1.4, utilise, quant à elle, un modèle modal de la structure d’origine.

La section 4.2 présente les limitations des méthodes classiques de modification struc-
turale qui ont poussé EDF à financer des travaux pour améliorer leurs performances.

La section 4.3 présente la méthode de modification structurale développée par EDF
[16]. On y expose tout d’abord les outils théoriques et les concepts nécessaires à la
formulation de la méthode. On donne ensuite une mise en équation de la méthode et
on conclut avec une description des étapes nécessaires à sa mise en œuvre industrielle.

4.1 Méthodes classiques de modification structu-

rale : outils et formulations

L’analyse modale expérimentale peut fournir différentes représentations
expérimentales d’une structure (section 4.1.1) : une représentation par matrice
d’impédance, construite directement à partir des réponses fréquentielles mesurées, ou
la construction d’un modèle modal à partir de l’identification.

Ces deux représentations sont chacune le point d’origine d’une méthode classique
de modification structurale. La méthode de couplage d’impédance (section 4.1.3) dont
la formulation est directement liée à la flexibilité dynamique du système, et la méthode
modale (section 4.1.4) travaillant sur la raideur dynamique.

La méthode modale est en fait un cas particulier de sous-structuration dynamique,
dont on présente les principes en section 4.1.2, pour lequel la structure de base est
décrite par un modèle modal.

4.1.1 Modèle de la structure d’origine

L’objectif de cette section n’est pas de réaliser un exposé exhaustif sur les différentes
techniques d’analyse modale et d’identification des paramètres modaux. Cependant,
ces techniques constituent le point de départ dans la mise en œuvre des méthodes
de modification structurale, il convient donc d’en présenter les principes. Pour une
présentation plus détaillée de la mise en œuvre expérimentale des méthodes d’ana-
lyse modale et les techniques d’identification, on se référera notamment à [46] et [32].
Il existe deux grandes classes de méthodes d’identification. Les méthodes d’identi-
fication fréquentielles et les méthodes temporelles. Seuls les principes des méthodes
fréquentielles sont présentés dans cette section.

Les méthodes d’analyse modale expérimentale permettent de déterminer et d’ana-
lyser le comportement dynamique d’une structure en connaissant le transfert entre les
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entrées {u} appliquées et les sorties {y} mesurées. La matrice des FRF décrivant ce
transfert est définie par

{y} = [H] {u} . (4.1)

En pratique, l’estimation des FRF est réalisée à partir d’un des estimateurs statis-
tiques [H1] ou [H2]. Ces deux estimateurs sont construits sur la corrélation entre {û}
et {ŷ}, les transformées de Fourier des signaux temporels associées aux entrées {ũ} et
aux sorties {ỹ}. [H1] et [H2] sont définies par

[H1] =
E
(

{ŷ}H {û}
)

E
(

{û}H {û}
) ,

[H2] =
E
(

{ŷ}H {ŷ}
)

E
(

{û}H {ŷ}
) .

Selon le type de test, on emploiera [H1] ou [H2]. On peut montrer que [H1] est non
biaisé pour un bruit sur les sorties non corrélé et que [H2] est non biaisé pour un bruit
non corrélé sur les entrées.

Afin de limiter les erreurs liées aux conditions de mesure (position des capteurs,
excitateurs, bruits sur la châıne d’acquisition, faibles non linéarités de la structure,
etc.), il est nécessaire de réaliser une moyenne sur plusieurs tests « identiques ». Dans
le cas idéal, si on excite successivement tous les points de mesure dans toutes les
directions de mesure et que toutes les directions de mesure sont instrumentées, il est
théoriquement possible de reconstruire complètement la matrice de flexibilité de la
structure associée à la discrétisation spatiale du test effectué. Cependant, en pratique,
on ne dispose que de la mesure de quelques colonnes ou lignes de la matrice de flexibilité,
sur une bande de fréquence limitée. Cette information partielle peut être directement
utilisée pour mettre en œuvre les méthodes de modification structurale par couplage
d’impédance (voir la section 4.1.3).

Plus généralement, on cherchera à reconstruire un modèle modal de la structure
qui, par utilisation de la réciprocité donnera une flexibilité sans termes résiduels mais
complète (toutes combinaisons entrée/sortie).

Pour extraire les paramètres modaux des FRF expérimentales, de nombreuses
méthodes d’identification peuvent être mises en œuvre. La recherche s’effectue par
la minimisation d’une fonctionnelle caractéristique de la distance entre les mesures et
un modèle pôles/résidus

ArgMin
λ,[Rk],BF,HF





∥
∥
∥
∥
∥
[H (ω)test] −

Nid∑

k=1

(

[Rk]

(jω + λk)
+

[
R̄k

]

(
jω + λ̄k

)

)

+
BF

ω2
+HF

∥
∥
∥
∥
∥

2


 . (4.2)
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Le terme constant HF prend en compte l’influence des modes plus hautes fréquences
dans la bande d’analyse, et correspond aux résidus associés aux corrections statiques,
BF/ω2 celle des modes situés plus bas en fréquence lorsque des modes sont présents
dans une bande de fréquence inférieure à la fréquence minimale d’intérêt de l’identifi-
cation.

De nombreuses méthodes sont disponibles pour résoudre (4.2). Il n’est pas ici
question d’exposer toutes les solutions qu’il est possible d’implémenter. Pour plus de
détails sur la mise en place expérimentale de ces méthodes, leurs caractéristiques et les
résolutions possibles de (4.2), se référer à [46], [64] ou [32].

Le passage d’un modèle pôle/résidus (4.2) à un modèle de synthèse des modes nor-
maux de la structure (4.5) suppose une hypothèse supplémentaire. Pour la recherche
des termes de [Rk], on ne pose a priori aucune hypothèse. Cependant, le modèle iden-
tifié, pour correspondre à la description d’un système mécanique linéaire, doit être
réciproque. Cette condition est traduite par la symétrie des matrices de masse et de
raideur du modèle EF équivalent de la structure. Dans le cas d’un modèle réalisé à
partir d’une analyse modale, cette condition se traduit par la positivité de la partie
imaginaire des résidus associés aux tests colocalisés. Lorsque cette condition est vérifiée,
les expressions de [Rk] et λk s’écrivent

[Rk] = j
[c] {φ}k {φ}

T
k [b]

2ωk

√

1 − ξ2
k

, (4.3)

λk = ξkωk + jωk

√

1 − ξ2
k. (4.4)

On peut alors exprimer la rigidité dynamique de la structure en coordonnées
généralisées

[Z(s)] =
[
s2 [Id] + s

[
\2ξjωj\

]
+
[
\ω2

j \

]]
. (4.5)

L’écriture (4.5) est l’équation de base permettant de mettre en œuvre les méthodes
modales de modification structurale (section 4.1.4).

Cependant, pour de multiples raisons, même lorsque les conditions de réciprocité
sont assurées pour la réalisation pratique de l’essai, il est possible que la partie ima-
ginaire de certains résidus associés à un test colocalisé (i.e. mesure et application de
l’effort au même point et dans la même direction) ne soit pas positive. Dans ce cas,
il est nécessaire de définir un processus régularisant pour assurer la construction d’un
modèle réciproque minimal de la structure testée. La référence [2] détaille la technique
utilisée dans cette thèse.

4.1.2 Sous-structuration dynamique et réduction de modèles

La sous-structuration dynamique joue un rôle primordial dans l’analyse des
structures complexes. Elle consiste à découper la structure en plusieurs sous-structures



4.1 Méthodes classiques de modification structurale : outils et formulations 93

qui sont analysées séparément puis à résoudre le problème complet grâce à des
relations d’interface entre les sous-structures.

Dans cette section, on ne considère que des systèmes non amortis pour la clarté de
l’exposé. Cependant les expressions écrites sont valables pour des systèmes amortis. La
synthèse modale correspond à l’assemblage classique de modèles de composants isolés.
En considérant deux composants 1 et 2 d’une structure pris isolément, on peut écrire
pour chacun la relation fondamentale de la dynamique avec les ddl d’interface d’une
part et les ddl complémentaires d’autre part

[

−ω2

[
M i

II M i
IC

M i
IC

T
M i

CC

]

+

[
Ki

II Ki
IC

Ki
IC

T
Ki

CC

]]{
qi
I

qi
C

}

=

{
f i

I + f i
I ext

f i
C

}

, i = 1, 2 (4.6)

où f i
I sont les efforts de couplage à l’interface

f i
C les efforts extérieurs appliqués sur les ddl complémentaires

f i
I ext les efforts extérieurs appliqués à l’interface

En formulation forte, l’hypothèse de liaison parfaite entre les composants se tra-
duit par la continuité du déplacement et la nullité du saut de contrainte normale. En
formulation faible (principe des travaux virtuels), ces deux conditions correspondent
à la continuité de la solution et des champs virtuels. La méthode de Ritz-Galerkin
généralement utilisée propose une approximation de la solution en discrétisant le
problème [69].

Avec des maillages compatibles à l’interface, la continuité des champs de
déplacement et des fonctions tests se traduit par

{q1
I} = {q2

I} = {qI} (4.7)

La nullité du travail des efforts de couplage à l’interface pour les fonctions tests
{q̂I} vérifiant l’équation précédente se traduit par

{q̂I}
T{f 1

I } + {q̂I}
T{f 2

I } = 0 (4.8)

Dans l’hypothèse de deux structures sans effort extérieur (une structure de base
repérée par l’exposant B et une modification repérée par l’exposant M), l’expression
du couplage prend la forme

[
ZB+M

]
=



−ω2





MB
CC MB

CI 0
MB

IC MB
II +MM

II MM
IC

0 MM
IC MM

CC



+





KB
CC KB

CI 0
KB

IC KB
II +KM

II KM
IC

0 KM
CI KM

CC







 ,
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[
ZB+M

]







qB
C

qI
qM
C






=







0
0
0






. (4.9)

Pour de nombreuses applications, il est intéressant de réduire le problème sur un
sous-espace particulier. Le comportement de chaque sous-structure est alors caractérisé
par un nombre de ddl généralisés largement inférieur au nombre de ddl « physiques »

ce qui permet de réduire considérablement la taille du problème. Les bases de réduction
utilisées doivent rendre compte du comportement global de la structure.

{q}N×1 = [T ]N×Ng
{η}Ng×1 (4.10)

L’approximation de Ritz permet alors l’obtention d’un problème de taille Ng ×Ng

bien inférieur à N ×N .

[T ]T [Z][T ]{η} = [T ]T{f} (4.11)

Le choix du sous-espace conditionne directement la qualité du résultat. Dans le cas
particulier de la sous-structuration dynamique, le sous-espace engendré par [T ] doit

– rendre compte du comportement dynamique des différentes sous-structures dans
la bande d’analyse du problème

– rendre compte du comportement quasistatique.

Les méthodes de choix des sous-espaces sont nombreuses. La méthode de MacNeal
est une des plus connues parmi les méthodes dites à interface libre ; celle de Craig &
Bampton pour les méthodes à interface fixe.

La base [TMN ] proposée par MacNeal [63] est composée :

– d’une base tronquée de NL modes issues de la base des modes à interface libre
[φlibre]NL

et
– d’une base de NA modes d’attache correspondants aux déplacements des ddl

complémentaires pour un effort statique unitaire appliqué aux ddl d’interface.

La base du sous-espace prend la forme

[TMN ] =






[
[φlibre]C
[φlibre]I

]

NL
︸ ︷︷ ︸

[
[KCC ] [KCI ]
[KIC ] [KII ]

]−1 [
[0]
[Id]

]

NA
︸ ︷︷ ︸

modes à interface libre modes d’attache




 (4.12)

Dans le cas de structure avec des modes de corps rigides, le concept de modes
d’attache doit subir des évolutions. Géradin et Rixen dans [36] et Farhat et Géradin
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dans [33] proposent des solutions à ce cas.

Parmi les méthodes à interface fixe, la base [TC&B] proposé par Craig & Bampton
[19] est composée :

– d’une base tronquée de NF modes issue de la base des modes à interfaces fixe
[φfixe]NF

et
– d’une base de NC modes de contraintes correspondant au relèvement sta-

tique d’un déplacement unitaire des ddl d’interface sur les ddl complémentaires
(condensation statique ou de Guyan).

La base du sous-espace prend la forme

[TC&B] =






[
[φfixe]C

[0]I

]

NF
︸ ︷︷ ︸

[
−[KCC ]−1[KCI ]

[Id]

]

NC
︸ ︷︷ ︸

modes à interface fixe modes de contrainte




 (4.13)

D’autres méthodes à interface chargée ont été également développées, les méthodes
de MacNeal et Craig & Bampton étant des méthodes correspondant à un chargement
particulier.

La sous-structuration dynamique a largement contribué au développement
numérique de l’analyse de la dynamique de structures de plus en plus complexes.
Des développements de méthodes de décomposition de domaines [34] ont permis
l’amélioration des analyses numériques.

Le point de vue expérimental n’est pas en reste. La synthèse de modes par compo-
sants [47] autorise a priori le couplage des modèles expérimentaux dans la mesure où un
certain nombre d’informations est disponible. Les méthodes de modification structurale
sont fondées sur ce principe. La référence [21] passe en revue les différentes méthodes
et principes qui régissent la synthèse de modes par composants.

4.1.3 Formulation multiplicative ou méthode de couplage
d’impédance

Des méthodes utilisant directement les impédances ont également été formulées
([49], [24], [70], [32], [83]). Il s’agit de combiner les matrices de réponses fréquentielles de
chaque sous-structure prise isolément. L’avantage de ces méthodes est l’utilisation di-
recte des réponses fréquentielles et donc l’absence de problèmes de troncature inhérents
à toute méthode modale. En revanche, elles nécessitent la connaissance complète, en
tout point de l’interface et pour toute fréquence d’intérêt, des matrices de réponses
fréquentielles. Ce dernier point rend la méthode difficilement applicable en pratique,
soit du fait de la taille de l’interface, soit du fait de la non connaissance a priori de
l’interface.
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Ewins [32] donne une expression du couplage dans le cas simple d’une liaison à un
ddl et généralise la méthode aux cas à plusieurs ddl.

Appliquons le raisonnement au cas de la modification structurale. Considérons donc
une structure de base B et une modification M . La structure B est décrite par la
matrice des réponses fréquentielles de chaque ddl (matrice d’impédance) alors que
la modification est connue par ses matrices caractéristiques de masse, de raideur et
d’amortissement.

Dans le cas où la matrice d’impédance HB est complète 1, l’expression

[
ZB
]

=
[
HB
]−1

(4.14)

est valable et on peut écrire simplement l’équation de couplage entre les sous-structures

[
ZB+M

]
=





([
HB

CC

] [
HB

CI

]

[
HB

IC

] [
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II

]

)−1
0
0

0 0 0


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0 0 0
0
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] [
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]

0
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CC

]



 . (4.15)

On choisit alors de mettre
[
HB
]−1

en facteur2

[
ZB+M

]
=


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0 Id 0
0 0 0
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]
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]
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]
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]
0

0 0 [A]







 (4.16)




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CC

] [
HB

CI

]

[
HB

IC

] [
HB

II

]

)−1
0
0

0 0 [A]−1





où A est une matrice inversible de la taille de
[
ZM

CC

]
. On obtient alors directement

l’expression de HB+M par inversion de 4.16

[
HB+M

]
=


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[
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]
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[
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 (4.17)






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] [
HB
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0

0 0 [A]









−1

.

1L’exposé est ici proposé avec une matrice d’impédance complète, même si la connaissance uni-
quement des matrices à l’interface suffit à déterminer l’effet de la modification

2L’inverse d’une matrice diagonale par blocs, quand il existe, est égal à la matrice diagonale de
l’inverse des blocs.



4.1 Méthodes classiques de modification structurale : outils et formulations 97

Cuppens, Sas, et Hermans [25] dressent un bilan intéressant sur les méthodes de
couplage de sous-structures et comparent notamment les méthodes basées sur le cou-
plage de réponses fréquentielles (section 4.1.3) aux méthodes modales (section 4.1.4)
pour une application automobile. Park [72] propose, quant à lui, une vision « problème
inverse » de la méthode multiplicative sur des exemples d’ajouts ponctuels de masses
et de raidisseurs.

4.1.4 Formulation additive ou méthode modale

La formulation additive du couplage présente de nombreux avantages puisqu’elle
permet l’écriture du couplage en considérant les modes propres de la structure. Cette
méthode est notamment reprise dans [83] , [28] et [64] .

Elle consiste à utiliser une description modale de la structure initiale (équation 4.5)
plutôt que ces matrices caractéristiques. Cela permet d’inscrire directement la méthode
additive dans un cadre expérimental puisqu’elle utilise les données d’identification.

À l’origine, Fox & Kapoor [35] avaient proposé une méthode de modification struc-
turale fondée sur l’analyse de sensibilité des valeurs et vecteurs propres en considérant
des perturbations au premier ordre par rapport à un paramètre d’intérêt p du système.

[∆M ] =
∂

∂p
[M(p)] δp (4.18)

[∆K] =
∂

∂p
[K(p)] δp (4.19)

On modifie directement les matrices du système en considérant les perturbations
en masse ∆M et en raideur ∆K.

(
[Z] + s2∆M + ∆K

)
{q} = {f} (4.20)

Cette méthode a très rapidement été limitée. Seules des modifications ponctuelles
définies sur les nœuds du maillage peuvent être considérées. Pour permettre de prendre
en compte des modifications plus complexes, de nouvelles méthodes ont vu le jour,
inspirées des méthodes de sous-structuration dynamique (section 4.1.2).

Pour écrire le couplage entre le modèle modal de la structure initiale et la modifi-
cation, il est nécessaire de disposer d’une base

[
φB

I

]
de représentation des mouvements

à l’interface {qI} sur les ddl généralisés de la structure de base
{
ηB
}
.

La continuité des déplacements prend alors la forme suivante :

{
qB
I

}
=
{
qM
I

}
=
[
φB

I

] {
ηB
}

(4.21)
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On peut donc écrire d’une part pour la structure de base et d’autre part pour la
modification :

(

−ω2 [Id] + jω
[
ΓB
]
+
[
ΩB
]2
){

ηB
}

=

[[
φB

C

]

[
φB

I

]

]T { {
fB

C

}

{
fB

I

}
+
{
fB

Iext

}

}

(4.22)
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]T [
ZM

IC

] [
φB

I

]T [
ZM

II

] [
φB

I

]

]{{
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C
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}

}

=
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C

}

[
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I

]T
(
{
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I

}
+
{
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Iext

}
)

}

(4.23)

Les conditions d’équilibre des efforts généralisés s’écrivent

{
ηB
}T [

φB
I

]T {
fB

I

}
+
{
ηB
}T [

φB
I

]T {
fM

I

}
= {0}. (4.24)

On aboutit ensuite à

[
ZB+M

]
{{

ηB
}

{
qM
C

}

}

=
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C
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. (4.25)

où

[
ZB+M

]
=

[(

−ω2 [Id] + jω
[
ΓB
]
+
[
ΩB
]2
)

0

0 0

]

(4.26)

+

[[
φB

I

]T [
ZM

II

] [
φB

I

] [
φB

I

]T [
ZM

IC

]

[
ZM

CI

] [
φB

I

] [
ZM

CC

]

]

.

Le fait d’exprimer le problème aux valeurs propres à l’aide des pulsations propres,
des amortissements propres et des déformées propres donne à cette méthode l’avantage
de pouvoir s’appliquer à une configuration expérimentale.

La limitation de cette méthode est bien entendu les effets de la troncature mo-
dale et le manque d’information sur la contribution des modes haute fréquence d’un
point de vue expérimental. C’est pourquoi la prise en compte de la contribution basse
fréquence (effet statique ω → 0) des modes tronqués permet un couplage plus correct
(développement de la méthode de MacNeal [29]).
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4.2 Limitations des méthodes classiques de modifi-

cation structurale

Les méthodes classiques décrites en section 4.1 nécessitent la connaissance d’infor-
mations difficiles voire impossibles à mesurer. La mesure de la flexibilité résiduelle au
niveau de l’interface avec la modification est une clé de la qualité de ces méthodes, or
ceci implique la connaissance de l’interface avant la mesure.

Fig. 4.2 – Les étapes des méthodes classiques de modification structurale

Dans de nombreux travaux, les auteurs ont un accès simple aux mesures notamment
aux points d’interface ce qui limite l’application de la méthode à des cas généraux de
conception de modifications. Ceci implique que :

– les points d’ancrage des modifications sont accessibles à la mesure,
– les modifications sont connues avant la réalisation de l’essai,
– la structure à traiter est disponible pour un certain nombre d’essais.

Or dans la problématique industrielle d’EDF, l’accès aux mesures est souvent limité
et la connaissance des relations d’interface approximative. Il s’agit donc de proposer
des évolutions à ces méthodes pour compenser le manque d’information à l’interface.

Une méthode développée au sein d’EDF, la méthode LMME [16] (section 4.3),
permet de s’affranchir d’un certain nombre de limitations des méthodes classiques. Les
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différentes étapes du processus de prédiction LMME sont schématisées sur la figure
4.3.

Fig. 4.3 – Les étapes de la méthode LMME

Les points d’évolution par rapport aux méthodes classiques sont la phase d’expan-
sion et l’introduction d’un « modèle local » (section 4.3.1).

L’intégration d’une phase d’expansion permet en effet de limiter le besoin d’avoir à
disposition les informations de mesure à l’interface. La construction d’une base d’expan-
sion adéquate n’est pas triviale. Cette opération est détaillée en section 4.3.4. Aussi la
méthode s’appuie sur des méthodes de réduction de modèles et d’expansion de données
et l’introduction d’un modèle géométrique support de la structure initiale permet de
se doter d’une base de fonctions régulières efficace pour la reconstruction de déformées
d’interface.
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4.3 Méthode de modification structurale LMME

(Local Model Modeshapes Expansion) : outils

et formulation

La méthode de modification structurale proposée dans [16] dérive de la formulation
additive du couplage décrite en section 4.1.4 et permet d’améliorer la qualité de la
prédiction par l’utilisation de techniques d’expansion et de réduction de modèles.

Elle s’appuie sur des outils que n’exploitent pas ou peu les méthodes de modifica-
tions structurales classiques : un modèle local (section 4.3.1), le principe d’expansion
de données (section 4.3.2) et de modes d’interface (section 4.3.3).

4.3.1 Le modèle local

Les formulations du couplage décrites aux sections 4.1.4 et 4.1.3 nécessitent, on l’a
vu, de disposer des mesures aux ddl d’interface. Or cette caractéristique n’est pas en
adéquation avec les besoins d’une méthode de prédiction.

Cette caractéristique implique en effet que l’interface avec la modification est
représentée par le maillage expérimental, et limite largement les possibilités de concep-
tion de la modification.

Corus [16] a donc proposé l’utilisation d’un modèle support permettant de réaliser
l’interface entre la structure initiale et la modification et de reconstruire une estimation
du mouvement à l’interface à l’aide de techniques d’expansion. Le modèle support
est nommé modèle local. Le modèle local permet en outre de disposer d’une base de
déformées admissibles. Ce dernier point sera discuté plus largement en section 5.4.1.

Ce modèle local doit remplir quelques conditions :
– contenir les ddl de l’interface
– fournir des déformées cohérentes
La construction du modèle local doit être rapide et même si quelques paramètres

sont à ajuster pour atteindre un niveau de cohérence satisfaisant, il ne s’agit pas d’une
phase de « recalage » à proprement parler. Le cadre de méthodes des éléments finis
permet d’obtenir une famille de déformées avec un certain sens physique, à la différence
de courbes construites manuellement (exemple : splines...)

4.3.2 Expansion de données

L’expansion de données consiste à étendre de manière cohérente une information
contenue en un nombre restreint de points.

Il s’agit généralement en mécanique d’étendre des données expérimentales modales
par exemple sur un maillage numérique plus fin que le maillage expérimental.

Les interpolations géométriques (bases linéaires, quadratiques, etc) sont les outils les
plus simples d’expansion de données. Lorsqu’un modèle éléments finis est à disposition,
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les fonctions de formes associées permettent de construire une base d’expansion pour
des structures complexes. Les méthodes d’interpolation basées sur l’utilisation d’un
modèle éléments finis sont généralement nommées méthodes d’expansion.

Les méthodes d’expansion de données sur sous-espace s’appuient sur le principe
des méthodes de réduction de modèles. En supposant qu’un nombre restreint de ddl
permet la représentation du comportement global de la structure, on peut écrire d’une
manière formelle que

{qcomplet} = [T ] {ηréduit}. (4.27)

On cherche une estimation cohérente {qexpand} du champ de déplacements {qcomplet}
à partir de mesures {qtest} spatialement limitées. On résout alors un problème de
minimisation tel que

{ηréduit} = ArgMin
η

‖ {qtest} − [c][T ] {η} ‖2
[X], (4.28)

où c est une matrice d’observation liant le maillage expérimental sur lequel est
défini {qtest} au maillage sur lequel est défini T . La matrice [X] est une matrice de
régularisation qui permet de niveler les éventuels erreurs et d’améliorer la pertinence
de la reconstruction.

L’expansion de données est très dépendante du choix de la base de réduction [T ].
En effet la base choisie doit a priori être en mesure de représenter les déformées de la
structure testée afin de fournir une reconstruction correcte.

Parmi les méthodes d’expansion, on peut tout d’abord citer les méthodes d’expan-
sion modale [53] ou SEREP [68] (System Equivalent Reduction Expansion Process).
Ces bases d’expansion sont construites à partir des premiers modes propres d’un modèle
éléments finis. Leur dimension peut être inférieure au nombre de ddl de test {qtest}, ce
qui apporte à la méthode un effet régularisant.

Les méthodes statiques ou de Guyan [41] utilisent les réponses statiques à des
déplacements unitaires au niveau des ddl de test. En considérant la matrice d’obser-
vation c, la base T = [K]−1 cT représente le même sous-espace que la base de Guyan.
Les problèmes de singularité associés aux événtuels modes de corps rigide sont classi-
quement résolus par un décalage en masse de la raideur K.

D’autres méthodes permettant la prise en compte d’erreurs sur le modèle ont
également été développées comme la méthode MDRE (Minimum Dynamic Residual
Expansion) [4].
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4.3.3 Modes d’interface

Les concepts de réduction de modèles présentés à la section 4.1.2 sont très largement
appliqués et intégrés dans la plupart des codes commerciaux de calcul de structures.
Cependant, dans le cas de structures avec des interfaces comportant un nombre de ddl
important, le modèle réduit reste d’une taille importante. D’autre part, la réduction du
modèle se fait au détriment de la topologie des matrices décrivant le problème. Dans le
cas du problème complet, les matrices de masse et de raideur sont très creuses. Cette
topologie est mise à profit pour résoudre rapidement les problèmes de réponse statique,
ce qui permet d’accélérer la recherche des premières (ou dernières) valeurs propres
par des méthodes itératives type Lanczos ou IRA/Sorensen. Les problèmes réduits
conduisent à des matrices pleines qui peuvent très largement ralentir la résolution du
problème réduit, puisque la résolution des problèmes statiques sous-jacents est plus
coûteuse. Dans le cas de nombreuses interfaces de grandes tailles, la réduction du
modèle par sous-structuration type Craig & Bampton ou MacNeal peut s’avérer plus
coûteuse que la résolution du problème complet, et son intérêt est alors limité.

La réduction de modèle a pour objectif de représenter la flexibilité dynamique pour
certaines sollicitations (des efforts externes et sur les interfaces) et sur une certaine
gamme de fréquence [9]. Les méthodes de réduction combinent donc des vecteurs liés
à des calculs statiques (pour représenter les efforts) et des bases modales tronquées
(puisque la bande de fréquence d’intérêt est limitée).

Les méthodes présentées dans la section précédente conservent toutes les déformées
statiques liées à l’interface. Or dans une bande de fréquences donnée, les déformées
possibles de l’interface présentent des propriétés de régularité importantes. Le concept
de modes d’interfaces a pour objectif d’exploiter cette propriété. Les points clefs sont
de définir un problème spectral représentatif permettant de construire une base des
déformées d’interface classées en termes de régularité, puis d’utiliser la troncature mo-
dale pour éliminer les déformées d’interface trop irrégulières.

Par exemple, les modes d’interface introduits dans [20] sont associés à chacune des
sous-structures et dérivent du modèle réduit à l’interface. En considérant une matrice
de raideur de sous-structure [K] partitionnée selon les ddl d’interface I et les ddl
complémentaires C, [Tr] est donnée par la relation (4.29)

[Tr] =

[
− [KCC ]−1 [KCI ]

[Id]

]

. (4.29)

On définit les modes d’interface comme solutions propres du modèle dans le sous-
espace engendré par [Tr], avec

(

−ω2
r [Tr]

T [M ] [Tr] + [Tr]
T [K] [Tr]

)

{φr} = {0} , (4.30)

soit
{q}N = [Tr]N×NI

[Φr]NI×NI
{ηI}NI . (4.31)
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Ayant cette décomposition spectrale, on réalise une troncature en conservant les
modes d’interface de pulsation propre ωr faible.

Dans le cas de maillages compatibles, les conditions de couplage sont données par
(4.7) et (4.8) avec

{q̂} = [Tr] [Φr] {η̂I} . (4.32)

L’équation couplée, faisant maintenant intervenir des ddl d’interface généralisés
{η̂I} plutôt que les ddl nominaux qI est alors donnée par
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. (4.33)

La vérification des conditions de continuité est équivalente à la construction d’un
jeux unique de ddl d’interface généralisés. On est donc amené à utiliser les modes
d’interface d’une des sous-structures [38], à calculer les modes d’interface sur un modèle
condensé sur l’interface [20] ou à introduire une décomposition spectrale adaptée [13],
[14] ou [9]. Une autre approche considérée dans les méthodes de décomposition de
domaine est d’obtenir la continuité par un processus itératif [34].

Pour les problèmes de grande taille qui présentent des interfaces étendues, le calcul
des modes de contraintes et la projection des matrices de masse et de raideur des sous-
structures aux interfaces s’avère très coûteux. Pour accélérer le processus, Bourquin
introduit la matrice identité comme opérateur de masse [14], les modes [Φr] sont alors
normés dans L2. L’utilisation de cette norme accélère sensiblement le calcul, mais la
définition non mécanique des déformations à l’interface oblige à prendre en compte un
nombre de modes conséquent. La prise en compte d’une matrice de masse diagonale
intégrant la masse totale de la sous-structure rapportée à l’interface (matrice de masse
concentrée) permet d’améliorer la représentativité des modes d’interface et d’en réduire
le nombre pour l’assemblage du problème complet. Cette approche est notamment
proposée par Cros dans [23].

La question de la règle de troncature est importante pour l’utilisation des modes
d’interface. La règle empirique de Rubin ne s’applique que si le problème spectral (4.30)
utilise une masse physique et il peut être difficile d’assurer la qualité des résultats. Il
est possible de mettre en place des indicateurs d’erreur pour enrichir de façon contrôlée
une base de modes d’interface [52]. La notion de modes d’interface et l’enrichissement
progressif de la base de réduction sont de fait aussi très utiles pour la gestion des
maillages incompatibles ([10], [9]).
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4.3.4 Étude du processus de prédiction

Dans le cadre de la modification structurale, on considère une structure connue
expérimentalement. Ceci implique que l’on ne possède qu’une information partielle
(aussi bien d’un point de vue spatial que fréquentiel) sur le comportement de la struc-
ture. En vue du couplage de la structure de base et de la modification, il convient donc
de définir une base d’expansion permettant de reconstruire de la manière la plus efficace
possible un déplacement cohérent à l’interface à partir des mesures aux capteurs.

Pour ce faire, on se dote donc d’un modèle local permettant de faire le lien
géométrique entre le maillage expérimental et le modèle de la modification, puis on
cherche à reconstruire les mouvements à l’interface grâce à une base d’expansion.

1. Construction de la base d’expansion

– Les modes statiques

Pour interpoler les déplacements des ddl instrumentés au niveau des ddl du
modèle local (indicé L), il peut sembler naturel d’utiliser les modes statiques
correspondant aux capteurs. On considère donc le relèvement statique de forces
unitaires appliquées sur les ddl de mesure [3]. La base d’expansion prend alors
la forme

[T stat
Lt ] = [KL]−1[ctL]T . (4.34)

L’expansion sur les modes statiques n’est cependant pas efficace car ils peuvent
introduire des déformations très localisées. Ils manquent donc de régularité
pour interpoler les déplacements.

– Les modes d’attache associés à l’interface

La base d’expansion qu’on cherche à obtenir doit permettre de reconstruire les
déplacements à l’interface en vue du couplage. Corus [16] a donc introduit le
modèle éléments finis de la modification dans le modèle local. On considère
alors la matrice de raideur KL du modèle local incluant la modification 3 et les
modes d’attache associés aux ddl de l’interface prennent la forme

[T stat
Li ] = [KL]−1[ciL]T . (4.35)

On apporte de cette manière une information a priori sur les efforts exercés
par la modification sur la structure de base.

3L’indice L désigne donc dans l’exposé le modèle local incluant la modification.
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– Combinaison des bases

En combinant les deux bases introduites ci-dessus, on dispose de la base

[T stat
Lt

i
] = [KL]−1

[
[c

tL]
[ciL]

]T

, (4.36)

comportant une information sur l’effet du couplage, i.e. directement liée aux
ddl d’interface, et une autre sur le comportement global de la structure initiale,
i.e. répartie sur tous les ddl test et notamment loin de l’interface.

– Les modes d’interface

Les modes d’interface procurent en fait la meilleure base. Comme il a été dit en
section 4.3.3, c’est afin d’apporter une certaine régularité à la notion de modes
d’attache que l’on résout le problème aux valeurs propres

(−ω2
t
ig

[T stat
Lt

i
]T [ML][T stat

Lt
i

] + [T stat
Lt

i
]T [KL][T stat

Lt
i

]){φt
ig
} = {0}. (4.37)

On obtient alors la base d’expansion

[TLg] = [T stat
Lt

i
][{φ1

t
ig
}...{φ

Ng
t
ig
}], (4.38)

qui présente des caractéristiques de régularité en termes de fréquences associées
au modèle local condensé et don en adéquation avec la bande de fréquences
considérée.

2. Expansion des données expérimentales

Une fois la base d’expansion construite, on minimise la distance euclidienne entre
les données mesurées et l’observation du champ de déplacement

{ηred} = ArgMin
η

(
‖ {qtest} − [ctL][TLg] {η} ‖2

)
(4.39)

où [ctL] est l’opérateur de sélection des ddl de mesure parmi les ddl du modèle
local. La minimisation de cette fonctionnelle conduit à une base d’expansion
[
T exp

gt

]
, telle que l’on dispose désormais d’une reconstruction des ddl de test sur

l’ensemble du modèle local

{qL} = [TLg]
[
T exp

gt

]
{qtest} = [T exp

Lt ] {qtest} . (4.40)
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Par construction on dispose donc des déformées reconstruites à l’interface

[φI ] = [cIL] [T exp
Lt ] [φtest] . (4.41)

3. Assemblage

À partir des déformées de la structure de base reconstruites à l’interface, la
formulation additive du couplage de la section 4.1.4 donne l’équation assemblée

[
ZB+M

]
{
ηB

g

qM
C

}

= 0 (4.42)

avec

[
ZB+M

]
=

[(

−ω2 [Id] +
[
ΩB
]2
)

0

0 0

]

(4.43)

+
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] [
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] [
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]T [
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]
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CI

] [
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] [
ZM

CC

]

]

.

4. Aide au choix de la base d’expansion optimale

On ne sait pas choisir la taille de [TLg] (4.38) a priori. Les vecteurs constituant
la base, solutions d’un problème aux valeurs propres, sont rangés en terme de
régularité au sens des fréquences associées au modèle local condensé et la tron-
cature de la base influence beaucoup le résultat de prédiction. La minimisation
d’une fonctionnelle basée sur l’écart entre deux méthodes différentes de recons-
truction de l’interface va permettre de désigner une solution qui réalise le meilleur
compromis entre précision et régularité. Dans [16] sont introduits des indicateurs
d’erreur énergétiques estimant l’écart entre les déplacements à l’interface prédits,
reconstruits sur une base de modes statiques [qstat

I ] d’une part, et ceux recons-
truits sur une base de modes dynamiques

[
qLMME
I

]
d’autre part. Ils sont une aide

précieuse au choix de la taille de la base d’expansion [TLg] à considérer pour la
prédiction de tel ou tel mode.

Soit les modes prédits
[
φcoupl

]
, solutions du problèmes aux valeurs propres (4.42),

définis sur les ddl généralisés de la structure initiale d’une part, et les ddl phy-
siques complémentaires de l’interface de la structure modificatrice

{
qM
C

}
d’autre
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part. On sélectionne la partition associée aux ddl généralisés
{
ηB

g

}
de la structure

de base grâce à l’opérateur
[

cηB
g

]

.

On définit alors

{
qLMME
I

}
= [φI ]

([

cηB
g

] [
φcoupl

] {
ηcoupl

})

(4.44)

qui représente le mouvement à l’interface du système couplé.

Il s’agit désormais de reconstruire des déplacements de l’interface de manière très
différente pour que l’écart avec qLMME

I puisse avoir une valeur significative. On
considère donc la partition des modes prédits sur le maillage capteurs

[

φcoupl
t

]

= [φtest]
([

CηB
g

] [
φcoupl

])

, (4.45)

et la base d’expansion statique

[
T stat

LBt

]
= [KLB

]−1[ctLB
]T , (4.46)

construite à partir de l’équation 4.34 mais avec un modèle local ne prenant pas

en compte la modification. La base
[

φcoupl
t

]

est ensuite étendue sur
[
T stat

LBt

]
.

On peut alors construire par minimisation

{ηstat} = ArgMin
η

(

‖
{

qcoupl
t

}

− [ctL][T stat
LBt ] {η} ‖2

)

(4.47)

et on définit enfin

{
qstat
I

}
= [ciL]

[
T stat

LBt

]
{ηstat} (4.48)

Une fois
{
qLMME
I

}
et {qstat

I } construits, on définit les indicateurs en énergie de
déformation

(∆EK
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∥
{
qLMME
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}
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I }i
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∥{qLMME

I }i
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∥
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I }i

∥
∥

2

KM

(4.49)

et en énergie cinétique
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(∆EM
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− {qstat

I }i

∥
∥

2

MM

∥
∥{qLMME

I }i
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2
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. (4.50)

KM et MM sont respectivement les matrices de raideur et de masse du modèle de
la modification condensé statiquement sur l’interface. La normalisation en masse
d’une part et en raideur d’autre part permet de disposer de deux indicateurs au
comportement différent. La méthode statique utilise une expansion statique sur
les ddl du maillage expérimental. Les modes statiques donnent à la solution une
grande précision sur les ddl considérés. En revanche la régularité de la solution
n’est pas assurée. La méthode dynamique, quant à elle, procure à la solution
une certaine régularité, mais est beaucoup moins précise au niveau des ddl du
maillage.

4.3.5 Proposition de mise en œuvre industrielle

La surveillance continue des installations permet de détecter la plupart des
problèmes vibratoires dans des phases préliminaires. Sans action adaptée, l’évolution
de telles situations peut provoquer l’arrêt de l’exploitation et avoir des répercussions
économiques importantes.

Lorsqu’un problème est détecté, des mesures exploratoires permettent en général
un diagnostic de la structure et la détermination de l’origine du problème. À l’issue de
ce diagnostic, on propose un traitement correctif. Il s’agit alors de prédire son effet de
la manière la plus précise possible.

La méthode de modification structurale LMME est le fruit d’une succession d’étapes
qu’il convient de réaliser avec soin.

1. À partir de quelques capteurs de contrôle, les unités de production peuvent sur-
veiller le niveau vibratoire de leur installation. En cas de dépassement du seuil
d’alerte, des actions s’engagent. Des mesures en fonctionnement et une analyse
modale sont en général réalisées.

2. Un modèle grossier de la structure est construit à partir des mesures géométriques
accessibles de celle-ci. Si l’on prend l’exemple d’un moteur en service, les
cotes extérieures du carter pourront être connues ; en revanche, la géométrie de
l’intérieur est généralement mal connue. On essaiera cependant de fournir un
modèle avec des caractéristiques en masse aussi réalistes que possible. Ce modèle
est un support géométrique qui permet de faire un lien entre les ddl de mesure et
les ddl d’interface. Il fournit également une classe de déplacements compatibles
avec la structure réelle.
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3. Un recalage rapide « à la main » de quelques paramètres de modélisation est pra-
tiqué pour s’approcher au mieux des caractéristiques fréquentielles de la struc-
ture.

4. La conception de la modification peut commencer. Une étude de conception
réalisée à partir de ce modèle permet de se familiariser avec le problème.

5. Une fois la modification conçue, la méthode de prédiction (section 4.3.4) est mise
en œuvre.

Des indicateurs d’erreur permettent de cibler les tailles potentielles de la base
d’expansion. Il ne s’agit que d’une aide au choix qui sera fait après. Il faut en
effet voir si les tailles de base désignées correspondent à une zone stable d’un
point de vue de la prédiction. Cependant le point essentiel de la prédiction est
l’examen des déformées prédites. Il permet d’éliminer les déformées suspectes et
d’affiner le choix de la taille optimale de la base d’expansion.

6. La dernière étape concerne la synthèse de réponses vibratoires à partir des modes
prédits et la comparaison avec les mesures de la structure non modifiée.



Chapitre 5

Utilisation d’une méthode de
modification structurale pour la
conception d’un dispositif
amortissant original

La méthode LMME [16] (section 4.3) a été développée, à l’origine, pour des cas de
modifications en masse ou en raideur [16]. La section 5.1 présente les évolutions de la
méthode pour son application à des cas amortis.

Les sections suivantes 5.2 et 5.3 sont deux exemples d’applications numériques. Le
premier présente la prédiction de l’effet d’un raidisseur sur une structure faiblement
amortie. Ce cas d’application permet en outre de vérifier que dans un cas faiblement
amorti, la méthode LMME initialement proposée dans [16] appliquée dans le cadre de
la MSE [78] (2.1.2) permet de traiter ce cas. On compare les résultats obtenus par l’ap-
plication de la méthode LMME étendue. Le second reprend le démonstrateur introduit
au chapitre 3 et présente la prédiction de l’effet d’une modification très amortie sur
une structure relativement complexe.

À partir de ce deuxième exemple, une étude de robustesse de la méthode LMME
amortie est présentée en section 5.4, puis la section 5.5 donne les spécificités de l’utilisa-
tion de la méthode LMME dans des cas dont le comportement dépend de la fréquence.

La section 5.6 présente enfin la validation expérimentale de la prédiction de l’effet
de la modification du démonstrateur.

5.1 Les évolutions de la méthode LMME

La méthode LMME a été développée dans le but de prévoir l’effet de modifications
structurales sur une structure en crise vibratoire. L’ajout de masses et (plus souvent)
de raidisseurs résout une large gamme de problèmes vibratoires. Lorsqu’une raie ex-
citatrice particulière est mise en cause, ce genre de modifications est susceptible de
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décaler en fréquence les pics de résonance, et plus particulièrement celui associé au
mode excité. Cependant ce décalage en fréquence est réservé à des cas de densité spec-
trale faible. Dans le cas contraire, le décalage du pic de résonance incriminé risque en
effet d’être accompagné du décalage de modes voisins, et d’entrâıner une modification
du problème vibratoire et non de le résoudre.

Ce type de modification est de plus réservé à des problèmes provoqués par une exci-
tation de type « raie », pour effectivement être en mesure de proposer une modification
capable d’éloigner suffisamment en fréquence le mode impliqué de la raie excitatrice.
Pour des densités spectrales importantes ou des excitations « large bande », une dimi-
nution globale du niveau vibratoire est une solution plus appropriée.

Ceci correspond à un lissage des pics de résonance, i.e. une augmentation de l’amor-
tissement. Pouvoir prédire l’effet de dispositifs dissipatifs sur une structure est donc
un objectif intéressant pour de nombreuses applications.

L’introduction de termes d’amortissement dans la méthode de prédiction nécessite
d’étudier les différentes étapes du processus et éventuellement de proposer des
évolutions.

La première étape de la méthode est la construction d’un modèle local. Le modèle
local étant principalement un support géométrique de l’interface entre la structure
initiale et le modèle de la modification, la prise en compte d’un éventuel terme
d’amortissement n’est pas nécessaire.

La seconde étape est la construction d’une base d’expansion permettant la recons-
truction des données expérimentales sur les ddl d’interface pour pouvoir réaliser le
couplage. Sa construction est réalisée à partir de modes statiques puis de l’analyse du
modèle local réduit sur la base composée de ces modes. Du fait de l’utilisation de modes
statiques dans la construction des modes d’interface, la prise en compte éventuelle d’un
terme d’amortissement ne modifierait que très peu l’espace vectoriel représenté par la
base des modes d’interface.

Les termes d’amortissement de la structure initiale comme ceux de la modification
interviennent au final uniquement dans l’écriture de l’équation de couplage. Les données
de l’identification de la structure de base sont exploitées sous la forme (4.5).

La matrice de rigidité dynamique
[
ZM
]

de la modification est, quant à elle,
constituée, outre les matrices de masse et de raideur, d’une matrice d’amortissement.
Ainsi l’équation de couplage s’écrit

[
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]
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.
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Dans les cas d’étude de la thèse, seuls des amortissements hystérétiques correspon-
dant à des représentations de matériaux viscoélastiques ont été considérés. Cependant
les développements proposés peuvent être étendus à d’autres types d’amortissement.

En ce qui concerne le choix de la taille de la base d’expansion, il est nécessaire
de réaliser un certain nombre de fois le calcul de prédiction en augmentant à chaque
itération la taille de la base d’expansion [TLg] (4.38). Il est de ce fait intéressant d’utiliser
un modèle réduit de la modification pour diminuer les temps de calcul.

Une fois les étapes de la méthode LMME réalisées, il faut se questionner sur la
manière de prédire les niveaux vibratoires en fonctionnement.

La solution de reconstruction de réponses fréquentielles la plus simple pour
des systèmes dépendant de la fréquence consiste en l’assemblage des matrices ca-
ractéristiques pour une fréquence donnée, à séparer les termes dépendant de la
fréquence de ceux indépendants (section 2.1.1) et à calculer l’expression

H(s) = c [Z(s)]−1 b. (5.2)

Dans le cadre de la méthode LMME de modification structurale (ou de toute autre
méthode modale), on ne dispose cependant pas des matrices caractéristiques, mais on
définit une famille de modes complexes calculés pour des valeurs de module (définissant
le comportement) associées à leur fréquence propre. Puis on réalise la synthèse modale
sous la forme (2.22)

H(s) =
N∑

j=1

{cψj}{ψ
T
j b}

αj(s− λj)
+

{cψj}{ψ
T

j b}

αj(s− λj)
. (5.3)

On a vu, à la section 2.1.3, puis sur l’exemple de la section 2.2.2, que l’erreur
commise sur la synthèse modale dans ce contexte peut être négligée si la dépendance
du comportement pa rapport à la fréquence n’est pas trop grande. La section 5.3
permettra de vérifier, sur un exemple numérique réaliste, que cette caractéristique
particulière de dépendance par rapport à la fréquence a peu d’influence sur la synthèse
modale.

5.2 Un premier exemple

La méthode LMME telle qu’elle est décrite dans [16] ne permet pas de prédire
l’amortissement de la structure couplée alors que cette information (mesurée sur la
structure initiale) peut s’avérer nécessaire pour la prédiction des niveaux vibratoires
de la structure modifiée en fonctionnement. En effet la modification apportée peut
modifier l’amortissement présent initialement. Dans le cas de l’ajout d’un raidisseur,
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la modification peut avoir tendance à détériorer l’amortissement, et on peut alors se
trouver confronté à des cas où le raidisseur décale le pic de résonance visé mais où le
niveau vibratoire augmente globalement.

En règle général, il sera toujours intéressant de pouvoir prédire l’amortissement
même pour des structures faiblement amorties et des ajouts de raidisseurs.

Le cadre de cette section est la présence d’un amortissement relativement faible
pour la structure initiale comme pour la structure modifiée.

L’utilisation des modes normaux dans un premier temps doit permettre l’appli-
cation de la méthode de prédiction et la détermination des fréquences propres et des
déformées du système couplé. À partir de ces prédictions, on se demande s’il est possible
de reconstruire l’amortissement du système couplé.

On se place ici dans le cadre de la MSE (Modal Strain Energy [78]). L’hypothèse
selon laquelle les modes normaux ne sont pas couplés, i.e. l’amortissement considéré
est faible, est donc pré-requise.

Ainsi en considérant les contributions dissipatives du système, la méthode MSE
donne une expression ξcoupl

j approchée des coefficients d’amortissement de la struc-

ture couplée en fonction des modes normaux de la structure couplée
[

φcoupl
j

]

, des
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[
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]
, des ma-
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{
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j
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µjω
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(5.4)

Fig. 5.1 – Modèle de bac avec couche amortissante avant et après modification (ajout
d’un raidisseur).
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Afin de tester numériquement ces expressions, on se donne un cas test. Il s’agit
d’un bac modélisé sur la figure 5.1. Une couche de matériau viscoélastique contrainte
localisée sur une partie du fond du bac introduit de l’amortissement dans la structure.
Un raidisseur est ajouté sous le bac sur une des diagonales.

bac couche couche contrai- raidisseur
(acier) viscoélastique -gnante (acier) (acier)

longueur 60cm 21cm 21cm 67cm
largeur 30cm 30cm 30cm ×
épaisseur 2mm 0,5mm 2mm 2mm
hauteur 6cm × × 6cm

Tab. 5.1 – Dimensions du cas test

Les dimensions du bac et de la modification (raidisseur) sont données dans le tableau
5.1. On considère la structure encastrée sur le bord en X = 0 (figure 5.1).

On compare le calcul direct et les différentes méthodes à disposition :

1. la méthode proposée dans [16] utilisée avec le cadre de la MSE (section 2.1.2).

2. la méthode étendue au cas dissipatif.

Fig. 5.2 – Modèle local et maillage capteurs utilisés pour l’application des méthodes
de prédiction.

Le modèle local et le maillage capteurs utilisés pour mettre en œuvre les méthodes
de prédiction sont présentés en figure 5.2. On considère donc un modèle local ne prenant
pas en compte la couche viscoélastique contrainte. Le maillage capteurs est composé
de 50 capteurs verticaux.

Le tableau 5.2 donne les caractéristiques modales de la structure avant et après
modification. On voit que la prédiction des fréquences est de qualité équivalente que
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f (Hz) ξ (% )
N̊ mode

avant
après

avant
après

direct 1 2 direct 1 2
1 71,8 88,00 85,86 86,13 3 0,86 0,81 0,86
2 114,2 133,24 129,80 129,89 2,1 0,85 0,99 0,89
3 134,1 185,16 180,25 180,37 0,7 1,77 1,65 1,70

Tab. 5.2 – Fréquences et amortissements modaux selon différentes méthodes

l’on choisisse d’utiliser les modes normaux ou les modes complexes avec un très léger
avantage pour la méthode 2. En ce qui concerne les amortissements modaux, les rela-
tions développées précédemment associées à la méthode 1 permettent de donner une
bonne approximation. Cependant la méthode 2 améliore ces prédictions.

La méthode proposée dans [16] permet de prédire les fréquences propres et les
déformées modales lorsqu’on applique une modification sur une structure peu amor-
tie. Cependant la prédiction de l’amortissement de la structure modifiée peut être un
point intéressant à mâıtriser dans la mesure où la modification en raideur pourrait
dégrader l’amortissement initialement présent de manière à amoindrir l’effet positif de
la modification.

Les relations proposées dans cette section ont été écrites en vue de prédire l’amortis-
sement à partir des résultats de prédiction obtenus par la méthode de Corus ([16]). Le
cas test de cette section montre que ces relations permettent de fournir une prédiction
satisfaisante du moins dans des cas où les hypothèses de la méthode MSE sont res-
pectées. La prédiction de l’amortissement par la méthode LMME étendue améliore
sensiblement les prédictions.

5.3 Un exemple plus complexe

Dans cette section, le démonstrateur du chapitre 3 est considéré et on étudie la
qualité de la méthode de prédiction LMME dans un cas très amorti. On compare
à nouveau la méthode de modification structurale LMME à laquelle on ajoute les
hypothèses de la MSE et la méthode LMME étendue. Le fait d’étudier un cas très
amorti éloigne évidemment le problème des hypothèses de la MSE. On illustre ici
la capacité de la méthode étendue à traiter les cas de modification structurale très
amortie.

L’obtention des résultats présentés dans cette section est le fruit d’un certain
nombre de choix concernant le maillage capteur, le modèle local ou la taille de la
base d’expansion. La section 5.4 présente une étude des différents choix à réaliser pour
obtenir cette prédiction.
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On choisit le modèle local le plus représentatif. Il s’agit du modèle complet lui-même
(figure 5.3 (a)). Cela nous permet de tester la méthode sans considérer les erreurs de
modélisation.

De plus, on choisit ici de considérer un comportement indépendant de la fréquence
pour simplifier l’étude numérique de la méthode basée sur ce cas test, présentée en
section 5.4.

Le maillage capteur utilisé est le maillage défini sur la figure 5.3 (b). On choisit
de considérer des mesures non bruitées pour évaluer la méthode propre. La bande de
fréquence considérée s’étend jusqu’à 200Hz. On dispose ainsi des modes d’ovalisation
à 4 lobes.

(a) (b)

Fig. 5.3 – Modèle local considéré et configuration capteurs utilisée pour l’application
de la méthode LMME.

Les tableaux 5.3 et 5.4 donnent les valeurs des fréquences propres et des amortisse-
ments modaux des 16 premiers modes de la structure (calculés numériquement) et les
valeurs de prédiction issues de la méthode LMME classique à laquelle on juxtapose les
relations données par les hypothèses de la MSE, d’une part, et de la méthode LMME
étendue aux cas dissipatifs.

Le premier considère une raideur de tirant k = 5, 3.105Pa et un facteur de perte
η = 0, 54, pour le second k = 7, 4.105Pa et un facteur de perte η = 0, 75.
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f (Hz) ξ (% )
N̊ mode référence X-SDM SDM+MSE référence X-SDM SDM+MSE

1 14.0 14.0 13.9 0.9 0.9 1.0
2 16.8 16.7 16.4 2.8 2.7 3.8
3 18.3 18.2 18.1 1.6 1.5 2.0
4 24.4 24.5 23.1 20.5 20.6 22.3
5 33.8 33.4 32.0 10.5 10.4 13.2
6 35.3 35.1 33.3 15.1 15.0 17.2
7 43.2 44.1 42.2 18.0 19.0 20.3
8 46.4 46.3 43.5 18.7 18.3 20.6
9 50.3 51.6 49.8 15.1 16.4 17.7
10 60.3 61.1 59.7 12.6 13.3 13.8
11 68.0 69.0 65.8 18.1 18.3 18.7
12 73.4 73.4 73.6 1.0 1.1 1.4
13 92.9 93.0 93.1 1.1 1.2 1.3
14 101.0 101.1 101.0 1.2 1.3 1.4
15 104.2 104.3 104.1 1.9 2.0 2.0
16 110.7 110.5 110.7 4.3 4.4 4.3

Tab. 5.3 – Fréquences et amortissements modaux du modèle numérique par as-
semblage des matrices d’une part (référence) et par les méthodes LMME avec les
hypothèses de la MSE et la méthode LMME étendue (X-LMME) d’autre part.
k = 5, 3.105Pa et η = 0, 54.

Chacune des méthodes de prédiction fournit de bons résultats concernant les
fréquences propres. En revanche, la prédiction de l’amortissement est largement
meilleure avec la méthode LMME étendue (X-SDM).
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f (Hz) ξ (% )
N̊ mode référence X-SDM SDM+MSE référence X-SDM SDM+MSE

1 14.0 14.0 14.0 0.8 0.8 1.0
2 17.0 16.9 16.7 2.2 2.1 3.1
3 18.5 18.4 18.3 1.3 1.3 1.8
4 29.5 29.7 26.4 24.7 24.8 29.3
5 36.2 35.6 34.2 10.3 10.6 14.7
6 39.9 39.5 36.7 16.5 16.7 21.2
7 51.0 52.4 47.6 23.1 24.7 28.7
8 54.8 54.3 49.1 20.9 20.3 26.0
9 57.6 58.9 54.4 19.9 20.4 23.6
10 68.2 69.4 64.9 18.5 18.8 19.4
11 73.2 73.0 72.9 1.4 1.7 11.4
12 81.1 83.7 76.1 22.8 23.5 17.8
13 92.9 92.8 93.8 1.9 2.0 2.7
14 101.5 101.6 101.5 1.6 1.7 2.0
15 105.4 105.3 105.2 2.9 3.0 3.2
16 114.2 114.0 114.0 8.1 8.7 8.4

Tab. 5.4 – Fréquences et amortissements modaux du modèle numérique par as-
semblage des matrices d’une part (référence) et par les méthodes LMME avec les
hypothèses de la MSE et la méthode LMME étendue (X-LMME) d’autre part.
k = 7, 4.105Pa et η = 0, 75.

Pour le cas présenté sur le tableau 5.4, les écarts de prédiction de l’amortissement
sont encore plus élevés. Le fait d’utiliser un facteur de perte plus élevé que dans le
cas précédent écarte encore plus le cas du cadre défini par les hypothèses de la MSE.
Certaines prédictions d’amortissement sont totalement erronées (modes 11 et 12, par
exemple).

On voit ainsi nettement que, dans un cas de modification très amortie, le cadre de
la MSE est dépassé et que les résultats de prédiction notamment de l’amortissement ne
sont pas bons. En revanche la méthode étendue aux cas dissipatifs permet de fournir
des résultats de prédiction largement satisfaisants.

La figure 5.4 donne les formes de quelques modes de la structure modifiée qui seront
exploités pour illustrer l’étude numérique de la méthode étendue en section 5.4.



mode 10 mode 15 mode 16

Fig. 5.4 – Quelques modes de la structure modifiée obtenus avec k = 5, 3.105Pa et
η = 0, 54.

5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie

Les évolutions de la méthode LMME proposées à la section 5.1 nécessitent l’étude
des différentes étapes de la méthode. L’objet de ce chapitre est donc l’étude numérique
de la méthode étendue à des cas dissipatifs. Pour réaliser cette étude, on se donne le
modèle de la section 5.3.

On s’intéresse ensuite aux différentes étapes du processus de prédiction, l’influence
du maillage capteurs, du modèle local, de la base d’expansion. Pour cette étude, on
considère un comportement indépendant de la fréquence.

5.4.1 Choix du maillage capteurs

La configuration capteurs définit les points auxquels l’information sera la plus juste.
L’expansion réalisée lors de l’application de la méthode LMME permet de reconstruire
des déformées à l’interface à partir notamment de ces données d’essais. Pour estimer
l’impact que peut avoir le choix d’une configuration particulière sur le processus de
prédiction, on se donne plusieurs configurations. La figure 5.5 montre les différentes
configurations testées.



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 121

(c)

(a)

(d)

(b)

(e)

Fig. 5.5 – Le modèle local et les différentes configurations capteurs étudiées.

La configuration (a) comporte 116 capteurs, des mesures tri-axiales sur le cylindre
et normales sur la plaque. Cette configuration est très dense. Elle permet de réaliser
une identification modale de bonne qualité sur la gamme de fréquence considérée (iden-
tification jusqu’à 200 Hz). La plaque et le cylindre sont très instrumentés pour avoir
une observation optimale de tous les mouvements.

La configuration (b) comporte 56 capteurs. On ne dispose que de mesures normales
au cylindre et à la plaque. On cherche ici à obtenir des informations globales sur la
structure sans présupposer la position de la modification. Trois couronnes sont instru-
mentées dans la hauteur du cylindre, avec un rafinement particulier sur la plus haute,
comme dans le cas de la configuration (a). C’est la configuration la plus réaliste à
envisager dans le cadre d’un premier essai sur site.

La configuration (c) comporte 60 capteurs. Les mesures sont plutôt concentrées au-
tour de l’interface. Dans cette zone, des mesures tri-axiales sont considérées. Ailleurs la
densité de mesures est moindre en comparaison des configurations (a) et (b). En par-
ticulier, seules deux couronnes sont instrumentées dans la hauteur. Les mouvements
globaux seront donc probablement moins bien estimés que dans la configuration (b),
mais on attend une information de meilleure qualité autour de la plus haute des cou-
ronnes. L’identification est bonne qualité, notamment pour les modes d’ovalisation, qui
impactent principalement le haut du cylindre.

La configuration (d) comporte 98 capteurs. Elle est très proche de la configuration
(a). La différence vient de la couronne supérieure qui ne comporte, dans la configuration



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 122

(d), que 6 capteurs tri-axiaux contre 12 dans la configuration (a) ou (c). Du fait de cette
observation très réduite, l’identification des modes d’ovalisation à 3 lobes est rendue
très difficile et celle des modes à 4 lobes impossible.

La configuration (e) comporte 90 capteurs. L’instrumentation du cylindre est la
même que pour la configuration (a). Les capteurs de la plaque ont été supprimés.
Cette configuration permet d’observer les modes d’ovalisation, mais pas les modes de
la plaque.

La configuration (a) fait office de configuration de référence pour un essai en la-
boratoire. Les configurations (b) et (c) disposent d’un nombre de mesures quasiment
identique. La configuration (c) fait le choix de concentrer l’information donnée par la
mesure dans la zone de l’interface, présupposant la connaissance de la modification à
venir. La configuration (b) ne fait aucune hypothèse sur la position de la modification
et ne privilégie donc aucune zone. La configuration (d) comporte un nombre important
de capteurs, répartis très uniformément, mais pas forcement de manière judicieuse. Au-
cune hypothèse n’est faite sur la position de la modification et la configuration limite
l’identification. La configuration (e) concentre un nombre important de capteurs dans
une zone particulière (le cylindre) et ne permet pas d’observer la forme globale des
modes.

Pour juger de la pertinence des différentes configurations capteurs, deux résultats
sont présentés. Dans un premier temps, on s’intéresse à la prédiction d’un mode à
deux lobes. Toutes les configurations permettent d’observer de manière raisonnable ce
type de mode, on s’attend donc à obtenir des résultats de qualité équivalente. Dans un
second temps, on analysera les résultats de prédiction dans le cas d’un mode à trois
lobes. La configuration (d) devrait montrer ses limites, là ou les autres configuration
doivent fournir une prédiction correcte, puisque ce mode est bien observé.

La figure 5.6 présente les résultats de prédiction pour le mode 10, mode d’ovalisation
à 2 lobes très amorti.



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 123

Fig. 5.6 – Évolution des valeurs de prédiction du mode 10 selon la taille de la base
d’expansion pour différents maillages capteurs.

On voit que pour la prédiction d’un mode d’ovalisation à 2 lobes, les 4 premières
configurations fournissent des résultats équivalents, de qualité raisonnable, tant pour la
fréquence que pour l’amortissement. Les écarts de prédiction sont infimes. Le processus
d’expansion fournit des bases très proches pour chaque configuration et les évolutions
des paramètres sont quasiment identiques. Les valeurs de prédiction des différentes
configurations convergent d’ailleurs vers les mêmes valeurs pour une taille de base
d’expansion supérieure à 14 vecteurs. Pour une taille de base plus faible, la configuration
(c) possède un très léger avantage par rapport aux autres configurations. L’information
de couplage est localisée dans la partie supérieure du cylindre et la configuration (c) a
en effet une densité capteurs plus importante dans cette zone.

La figure 5.7 présente les résultats pour la prédiction du mode 16, un mode d’ova-
lisation à 3 lobes, avec les configurations (c) et (e).
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Fig. 5.7 – Évolution des valeurs de prédiction du mode 16 selon la taille de la base
d’expansion pour différents maillages capteurs.

Les valeurs de prédiction sont très bonnes quelque soit la configuration capteurs.
On observe cependant une dérive de la fréquence prédite pour la configuration (e), avec
une taille de base supérieure à 23 vecteurs. Les phases de stabilisation des indicateurs
de régularité à l’interface (IERI) interviennent avec un léger décalage. Les IERI as-
sociés à la configuration (e) se stabilisent en effet pour une taille de base plus faible.
La configuration capteurs ne permet pas d’observer les mouvements de la plaque et
les formes d’ovalisation apparaissent plus tôt dans la base d’expansion que pour la
configuration (c).

La non observation des mouvements de la plaque par la configuration (e) est
pénalisante pour la forme globale du mode reconstruit. La figure 5.8 donne l’évolution
de la valeur du MAC calculé entre les déformées reconstruites pour les configurations
(c) et (e) et celle du mode 16 de référence. Le résultat de prédiction est raisonnable
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dans les deux configurations. Cependant la configuration (e) permet d’atteindre un
MAC de 0, 92 alors que la configuration (c) donne un MAC de 0, 99. L’écart est très
faible mais illustre le fait que, même avec un modèle local exact (le modèle local est
le modèle de référence), la reconstruction exacte du mode n’est pas possible avec la
configuration (e).

Fig. 5.8 – Évolution de la prédiction de la forme du mode 16 selon la taille de la base
d’expansion pour les configurations capteurs (c) et (e).

On voit, ici, sur un cas où le modèle local est exact que la configuration capteurs
intervient sur la qualité de reconstruction. Aussi la configuration (c) privilégie l’in-
formation autour des points d’interface avec des mesures tri-axiales sur la couronne
supérieure, ce qui améliore la reconstruction des modes principalement visés par la
modification, les modes d’ovalisation. Les configuration (a), plus complète, n’apporte
cependant pas d’information intéressante pour la prédiction du couplage. L’utilisation
d’une configuration très dense ne semble pas nécessaire.

La configuration (e), quant à elle, n’est pas en mesure de reconstruire les déformées
dans leur globalité car elle ne permet l’observation des déformées de la plaque. Elle est
néanmoins capable de reconstruire l’information de l’effet du couplage dans la zone de
l’interface.

Les configurations (b) et (d), enfin, qui sont quasiment équivalentes à la configura-
tion (c) en ce qui concerne le nombre de capteurs, donnent des résultats quasiment à
la hauteur de ceux obtenus avec la configuration (c) mais apportent une information
assez incomplètes dans la zone de l’interface. Aussi, dans les situations où la qualité du
modèle local est à remettre en doute, on privilégiera donc une configuration capteurs
avec le plus d’information possible autour de l’interface.
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5.4.2 Choix du modèle local

L’objectif de cette section de montrer quelle peut être l’influence du modèle local
dans l’application de la méthode LMME. Le modèle local est un élément central de
la méthode. Il sert de support géométrique pour la reconstruction des mouvements à
l’interface. Il doit permettre la réalisation d’une relation cinématique entre les données
d’essais et la modification envisagée. Il est le support de la construction d’une gamme
de déformées, cohérentes avec la mécanique de la structure, permettant d’enrichir une
base d’expansion. Cette base d’expansion est utilisée pour reconstruire les mesures et
permettre le couplage avec la modification.

Dans cette section, on utilise le modèle aux éléments finis de référence et la confi-
guration capteurs (a), présentée sur la figure 5.9.

Fig. 5.9 – Modèle éléments finis de la structure modifiée et configuration capteurs
utilisée pour l’application de la méthode LMME.

La méthode est appliquée pour différentes configurations de modèles locaux pour
déterminer les paramètres influençant la qualité de la prédiction.

5.4.2.1 Étude de l’effet d’un paramètre géométrique du modèle local

Dans un premier temps, considérons un modèle local reprenant les propriétés
matériaux et la géométrie de la structure de référence, à l’exception de l’épaisseur
du cylindre. Pour ce paramètre, on considère une plage de variation allant de 1mm
à 15mm. La valeur nominale de l’épaisseur est de 5mm. L’écart entre les épaisseurs
considérées est volontairement exagéré pour permettre une illustration claire de l’effet
du modèle local et de ces biais de modélisation.

On propose l’étude du mode 10 de la structure de référence, qui correspond à un
mode d’ovalisation à 2 lobes très amorti.
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Fig. 5.10 – Évolution des valeurs de prédiction selon la taille de la base d’expansion
pour différentes épaisseurs du cylindre du modèle local.
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Fig. 5.11 – Évolution du MAC sur les ddl de test entre le mode 10 d’ovalisation à
2 lobes prédit et le mode 10 de référence selon la taille de la base d’expansion pour
différentes épaisseurs du cylindre du modèle local.

Dans tous les cas, les résultats sont satisfaisants. Les résultats de prédiction
présentés sur la figure 5.10 indiquent une très bonne estimation des fréquences propres
et des amortissements. Ces résultats sont confirmés par les MAC entre les prédictions
et les formes de références présentées sur la figure 5.11, à l’exception des résultats ob-
tenus avec l’épaisseur la plus faible. L’estimation des amortissements est également de
très bonne qualité. Cette première analyse illustre donc l’intéret du modèle local, qui
permet d’obtenir de bonnes estimations du comportement même lorsque ce modèle est
loin d’être recalé.

On remarque qu’une épaisseur sur-dimensionnée semble moins pénalisant pour la
prédiction qu’une épaisseur sous-dimensionnée. Le fait de sous-dimensionner l’épaisseur
modifie assez nettement le comportement de la structure et, en particulier, la forme
du mode d’ovalisation considéré pour ce modèle local (fig. 5.12 (a)) est sensiblement
modifiée par rapport à celle obtenue avec le modèle local de référence (fig. 5.12 (b)).
Les effets locaux liés aux masses ajoutées des appendices et aux raideurs des tirants
sont en effets moins prononcés lorsque l’épaisseur augmente. Une épaisseur faible in-
duit des mouvements plus singuliers des vecteurs définissant la base d’expansion. Il est
alors nécessaire de considérer un nombre de modes importants dans la base d’expan-
sion pour reconstruire une déformée cohérente avec les mesures. Le choix de la taille
N de la base d’expansion est donc rendu moins évident, du fait des participations
très locales de chaque mode à la reconstruction globale. Les IERI ne se stabilisent
qu’à partir du moment où la base d’expansion comporte plus de 25 modes, lorsque



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 129

la somme des mouvements locaux permet de reconstruire le mouvement global. Aug-
menter l’épaisseur permet de régulariser l’expansion et les évolutions des prédictions
comme celle des indicateurs de qualités.

Cependant, sur-dimensionner l’épaisseur raidit la structure, et le mode d’intérêt
pour la reconstruction apparâıt alors plus tard dans la base, bien qu’il présente une
forme similaire au mode de référence (fig. 5.12 (c)). La chute de l’indicateur en énergie
de déformation ∆EK

, qui indique l’apparition d’un mode important pour le processus
de reconstruction, apparâıt pour une base d’expansion contenant 7 modes, alors que
pour le modèle local de référence, elle intervient à l’introduction du 5ième mode. Il
faut donc veiller à conserver des ordres de grandeurs raisonnables pour les paramètres
physiques importants pour conserver des tailles de bases d’expansion raisonnables.

24, 3Hz à 5, 1%
(a)

60, 3Hz à 12, 9%
(b)

104, 1Hz à 1, 3%
(c)

Fig. 5.12 – Modes d’ovalisation à 2 lobes selon l’épaisseur du cylindre.

La phase d’expansion permet de rattraper une partie du biais de modélisation. On
retrouve effectivement un mode d’ovalisation à 2 lobes parmi les modes étendus d’in-
terface, mais l’examen local autour des points d’interface révèle une différence sensible
du comportement. Les figures 5.13(a) et 5.13(b) permettent de comparer la forme du
cinquième mode d’interface construit,respectivement, à partir du modèle local « fin »,
et à partir du modèle local « épais », avec celui construit à partir du modèle local de
référence.
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(a) (b)

Fig. 5.13 – Comparaison d’une déformée d’ovalisation à 2 lobes étendue à partir
des bases d’expansion correspondant au modèle local « fin » (a), et au modèle local
« épais » (b), avec celle provenant du modèle local de référence.

5.4.2.2 Étude de l’effet d’un paramètre de conception du modèle local

Après avoir étudié l’influence d’un paramètre physique sur la qualité de la
prédiction, on s’intéresse à l’effet d’hypothèses faites sur la géométrie du modèle lo-
cal. Les modèles locaux utilisés sont présentés sur la figure 5.14. Le modèle local de
référence (a), utilisé jusqu’ici, est assez fidèle à la réalité du démonstrateur. Les ap-
pendices ont été inclus, avec des propriétés géométriques et mécaniques réalistes, et la
jonction entre la plaque et le cylindre est réalisée finement. Cette liaison est modélisée
en utilisant quatre liaisons localisées construites entre la plaque carrée de base et la
plaque circulaire support du cylindre. Au niveau de la zone foncée de la figure 5.14, on
a donc deux modèles de plaques parallèles, solidarisées ponctuellement. La géométrie et
l’ajustement des paramètres de la liaison ont fait l’objet d’un rapide recalage, présentés
dans la section 3.2.3. Un deuxième modèle (b) est donc introduit pour étudier la per-
tinence de cette approche. Ce deuxième modèle est volontairement très simplifié. La
géométrie globale est identique, mais les appendices ne sont pas modélisés, et la jonction
entre la plaque et le cylindre n’est pas représenté. Le modèle du cylindre est simple-
ment encastré sur la plaque de base. En particulier, la plaque support du cylindre
(zone circulaire blanche visible sur la photo 3.3) n’a pas été représentée, induisant un
comportement d’ensemble largement différent.
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(a) (b)

Fig. 5.14 – Modèles locaux étudiés.

Pour mettre en lumière l’influence du modèle local et l’intérêt des indicateurs
énergétiques IERI, on discutera ici des résultats obtenus pour la prédiction du mode
15, mode d’ovalisation à 3 lobes. Les résultats obtenus dans les deux configurations
sont présentés sur la figure 5.15.
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Fig. 5.15 – Prédiction pour 2 modèles locaux.

Les deux modèles locaux introduits permettent une bonne prédiction du mode.
Les fréquence, amortissement et déformée sont bien estimés, dès lors que les IERI
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sont stabilisés. La prédiction réalisée avec le modèle local très réaliste est de meilleure
qualité, notamment sur la stabilité de la forme prédite.

Pour la prédiction réalisée à partir du modèle local (a), l’introduction du 9ième

mode permet de faire chuter les IERI. En utilisant le modèle local (b), le 15ième est
déterminant. Les indicateurs IERI se stabilisent ensuite, même si les prédictions de
fréquences sont un peu perturbées. Dans les deux cas, un mode particulier de la base
d’expansion permet de reconstruire largement ce mode 15. L’examen de ces modes
(fig. 5.16(a),(b)) montre qu’ils sont très proches en forme du mode 15 de la structure
modifiée (fig. 5.16(c)), notamment autour des points d’interface.

En conclusion, de façon analogue à l’étude menée sur l’influence de l’épaisseur, il
apparâıt donc qu’un modèle local assez peu représentatif peut tout de même fournir des
prédictions de bonne qualité. Les résultats obtenus seront moins bons, dans l’absolu,
que ceux obtenus avec le modèle fin, mais c’est surtout l’analyse des évolutions qui est
rendue plus délicate.

mode 9
(a)

mode 15
(b)

104, 3Hz à 1, 92%
(c)

Fig. 5.16 – Modes des bases d’expansion Modes d’ovalisation à 2 lobes selon l’épaisseur
du cylindre.

5.4.3 Choix de la taille de la base d’expansion

Le processus de prédiction des modes, fréquences et amortissements par X-LMME
repose sur l’expansion des données mesurées. Par construction, la base choisie pour
réaliser l’expansion est de taille variable, il convient donc d’opérer un choix judicieux
pour sélectionner le nombre de vecteurs optimal. Ce choix est réalisé à l’issue de plu-
sieurs calculs de prédiction effectués pour différentes tailles de base et s’appuie sur
deux indicateurs. Le calcul de ces indicateurs énergétiques de régularité de l’interface
(IERI) a été présenté dans la section 4.3.4 par les relations (4.49) et (4.50).

Ils ont été développés dans le but d’estimer la vraisemblance des modes d’interface
reconstruits en terme de régularité sur toute l’interface et de précision aux points
d’interface. L’un est normé en masse (énergie cinétique), l’autre en raideur (énergie de
déformation). Le choix de la troncature de la base d’expansion est un problème qui



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 134

n’obéit pas au critère de Rubin, puisque le modèle local n’est pas sensé être représentatif
de la structure. D’autre part, ce choix doit réaliser un compromis entre régularité des
formes reconstruites et précision des mouvements, à la fois pour faciliter l’analyse de
la prédiction, et en même temps donner des indications précises. Ils ne permettent pas
d’assurer l’exactitude de la solution, mais cherchent à en maximiser la vraisemblance.

D’une manière générale, on s’attend à ce que des valeurs faibles des indicateurs
soient associées à la qualité de la prédiction. Néanmoins, c’est autant l’évolution des
indicateurs que leur valeur qui importent. À ce titre, on notera qu’une chute brutale
d’un des deux indicateur indique une augmentation sensible de la qualité de la recons-
truction au sens de cet indicateur. L’indicateur en raideur (énergie de déformation)
sera plutôt sensible à la précision de la reconstruction, et l’indicateur en masse (énergie
cinétique) détectera plutôt la régularité de la reconstruction. Enfin, une plage impor-
tante de stabilité tendra à indiquer que l’ensemble des vecteurs ayant des composantes
importantes dans la déformée du mode à reconstruire a déjà été utilisé pour recons-
truire le mouvement. Dans cette optique, on cherchera à retenir comme optimum les
valeurs se situant après une ou plusieurs chutes brutales, et précédent un plateau de
stabilité. En effet, en limitant le nombre de vecteurs retenu pour l’expansion, on limite
la propagation des différents bruits de mesures et biais de modèles.

Néanmoins, pour venir confirmer ce choix, il sera indispensable d’analyser les
déformées prédites, ainsi que les formes utilisées pour reconstruire le mouvement du
mode à prédire. Cette étape est essentielle pour garantir un résultat de qualité.

On reprend, dans cette section, la configuration capteurs (a) du cas test défini en
5.4.1, et le modèle local de référence. On s’intéresse à la prédiction du mode 16, mode
à 3 lobes.



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 135

Fig. 5.17 – Évolution des valeurs de prédiction du mode 16 selon la taille de la base
d’expansion.

Les courbes d’évolution de la prédiction présentées sur la figure 5.17 montrent que



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 136

certains vecteurs de la base d’expansion sont très influents sur le résultat de prédiction.
Le vecteur 7 (figure 5.18) de la base d’expansion permet, par exemple, d’atteindre
un palier de valeurs stabilisées après avoir fait largement chuter les IERI. Ce point
dans l’évolution n’est pas l’optimum de la prédiction ni pour la fréquence, ni pour
l’amortissement, mais donne une estimation raisonnable du comportement couplé, tant
en fréquence et amortissement qu’en forme, ainsi que l’atteste la figure 5.17.

Fig. 5.18 – Vecteur 7 de la base d’expansion.

Les chutes des IERI à l’introduction du 7ième vecteur, le faible niveau et la stabilité
de ceux-ci pour N ≥ 7 indiquent que les bases comportant plus de 7 vecteurs sont les
plus adéquats pour représenter le mouvement à l’interface.

L’introduction du vecteur 23 présenté sur la figure 5.19 dans la base d’expansion
permet cependant d’atteindre un nouveau palier pour les prédictions de la fréquence
et de l’amortissement.

Fig. 5.19 – Vecteur 23 de la base d’expansion.



5.4 Robustesse de la méthode LMME amortie 137

Fig. 5.20 – Zoom sur l’évolution de l’IERI en énergie cinétique pour la prédiction du
mode 16.

Un zoom sur l’IERI normé en masse 5.20 permet en effet de cibler ce vecteur. Les
IERI étant normés entre eux, la forte valeur de ces derniers pour des tailles de base
inférieures à 7 vecteurs est normale puisque la forme globale du mode à reconstruire
n’est alors pas encore présente dans la base. Effectuer un zoom pour ne comparer que
les valeurs obtenues après une chute brutale des IERI est donc légitime.

Cependant, la prise en compte d’un nombre trop important de vecteurs dans la base
d’expansion limite, de manière générale, l’intérêt de la méthode en diminuant l’effet
régularisant puisqu’on introduit alors des vecteurs dont les déformées sont trop loca-
lisées. Il faut même noter que l’élargissement de la base d’expansion peut dégrader les
résultats de prédiction. On observe en effet que, pour une base d’expansion contenant
plus de 36 vecteurs, la fréquence prédite commence à diverger.

L’analyse des indicateurs, de leurs valeurs et de leurs évolutions, combinée à l’étude
des déformées prédites ainsi que celle des vecteurs retenus pour l’expansion permettent
de retenir a priori un résultat de prédiction raisonable. Cette analyse cependant doit
être menée en regard de la qualité du modèle local construit pour l’étude, du maillage
capteur utilisé pour la mesure, mais aussi de l’analyse modale et des hypothèses
réalisées pour identifier le modèle dynamique de comportement de la structure de
base. Les indications fournies par les IERI seront d’autant plus précises que les étapes
précédant la prédiction auront été réalisées avec soin. Lorsque les mesures sont bruitées,
l’identification difficile, ou la confiance dans le modèle local limitée, alors la taille de
la base d’expansion à considérer doit être restreinte. Au delà d’une certaine taille, les
déformées introduites ne permettent pas de reconstruire une information cohérente
avec la dynamique du problème.
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5.5 Spécificités des modifications dissipatives

On considère dans cette section, le même démonstrateur que dans la section 5.3.
En revanche, la dépendance fréquentielle du comportement de la modification est ici
prise en compte. Cela nous amène à nous questionner sur certains choix à réaliser.

5.5.1 Choix de la fréquence centrale pour le calcul de la base
de réduction

On a vu que le modèle local peut avoir une influence sur la qualité de prédiction dans
l’application de la méthode LMME (section 5.4.2.1). Or, dans le cas de modifications
dont le comportement dépend notamment de la fréquence, le modèle local, qui inclut
la modification, voit son comportement évoluer en fonction de la fréquence à laquelle
on réalise la prédiction.

Dans cette section, on étudie donc l’influence que peut avoir le choix du comporte-
ment de la modification dans le modèle local. On conclut alors sur la nécessité ou non
de prendre en compte cette dépendance.

Considérons cinq bases d’expansion différentes construites à partir de modèles lo-
caux incluant la modification pour différentes fréquences. Pour chaque base, le com-
portement de la modification est recalé en fonction de la fréquence considérée. Les
différentes bases correspondent respectivement aux fréquences f = 10Hz, f = 60Hz,
f = 100Hz, f = 150Hz, f = 200Hz et f = 10000Hz. La figure 5.21 donne les valeurs
du module de cisaillement Glocal du matériau viscoélastique et du facteur d’amortisse-
ment pour les modèles locaux.

Fig. 5.21 – Évolution du comportement de l’élastomère smactane50 à 20◦C.

Le couplage est réalisé avec une modification pour laquelle le module de cisaillement
et le facteur d’amortissement du matériau viscoélastique sont à la fréquence f = 60Hz.
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Les résultats du couplage hybride sont présentés sur la figure 5.22.

Fig. 5.22 – Évolution des fréquence et amortissement d’un mode d’ovalisation à 2
lobes prédits et des indicateurs d’erreur associés selon la taille de la base d’expansion,
pour différentes bases d’expansion.

Les calculs réalisés à partir de ces cinq bases d’expansion montrent que la prise
en compte fine du comportement du matériau viscoélastique dans le calcul de la base
d’expansion n’a quasiment pas d’influence sur le résultat de couplage et sur les IERI.
Ce résultat s’explique par la colinéarité des sous espaces correspondant aux calculs à
chaque fréquence. En effet, comme le montrent les tableaux 5.5 et 5.6, l’angle entre
deux sous espaces obtenus en considérant des fréquences différentes est en général très
faible.
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T15Hz T60Hz T100Hz T150Hz T200Hz T10000Hz

T15Hz 0 0,5 0,9 1,2 1,5 12,2
T60Hz 0 0,3 0,7 0,9 11,6
T100Hz 0 0,3 0,6 11,3
T150Hz 0 0,3 11,0
T200Hz 0 10,7
T10000Hz 0

Tab. 5.5 – Angles entre les sous-espaces représentés par les différentes bases d’expan-
sion (30 vecteurs) associées à chaque fréquence, projetées sur le maillage capteurs.

T15Hz T60Hz T100Hz T150Hz T200Hz T10000Hz

T15Hz 0 1,5 2,4 3,5 4,3 67,5
T60Hz 0 0,9 1,9 2,8 66,3
T100Hz 0 1,0 1,9 65,6
T150Hz 0 0,9 64,7
T200Hz 0 64,0
T10000Hz 0

Tab. 5.6 – Angles entre les sous-espaces représentés par les différentes bases d’expan-
sion (40 vecteurs) associées à chaque fréquence, projetées sur le maillage capteurs.

On montre donc que le comportement associé aux premiers modes de la structure est
relativement peu dépendant du comportement du matériau viscoélastique. Les modes
sont évidemment différents, mais ils représentent le même sous espace. En effet, pour
des bases de petites tailles (N ≤ 30), on remarque que les angles restent faibles. La
seule exception est le cas du calcul réalisé pour une fréquence centrale très élevée, en
considérant un nombre important de vecteurs. Dans ce cas, les modes d’ordre supérieurs
diffèrent, et les résultats de l’expansion aussi. La prédiction obtenue est alors différente,
comme l’atteste la figure 5.22.

Pour une application classique de la méthode sur une bande de fréquences de taille
raisonnable (de l’ordre de 200Hz pour des applications basse fréquence), on voit qu’il
n’est pas nécessaire de recaler le comportement du modèle local pour les différentes
fréquences.Ce résultat était attendu du fait même de la méthode : la construction
des modes d’interface passe par une phase de réduction statique qui filtre le caractère
dissipatif de la modification incluse dans le modèle local. De plus la souplesse de la
modification sur toute la bande de fréquences considérée implique un faible change-
ment des déformées. La section suivante illustre cette caractéristique des modifications
dissipatives.
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5.5.2 Évolution du comportement de la modification selon la
fréquence

Dans le cas de modifications structurales amorties incluant des matériaux dont le
comportement dépend de la fréquence, il est nécessaire de résoudre le problème couplé
pour chaque pas de fréquence. On a vu à la section 5.5.1 que, pour le calcul de la base
d’expansion, le modèle local incluant la modification n’a pas besoin d’être recalé pour
chaque pas de fréquence. En revanche, lors de la phase de couplage, l’évolution selon
la fréquence du comportement de la modification doit être pris en compte.

Après discrétisation de la bande de fréquences considérée, et résolution du problème
couplé pour chaque pas, on trace l’évolution des prédictions en fonction de la taille N
de la base d’expansion pour chaque pas de fréquence. La figure 5.23 montre l’évolution
des fréquences et des amortissements pour différentes valeurs du module de cisaillement
caractéristique du comportement mécanique du matériau viscoélastique.

Fig. 5.23 – Évolution des prédictions selon la fréquence considérée pour le comporte-
ment du matériau viscoélastique.

Le comportement des IERI est, en revanche, généralement similaire d’une valeur
de G à l’autre.

Pour le mode considéré ici, l’emploi d’un module de cisaillement G(f = 60Hz) est
le choix qu’il faut faire. La discrétisation utilisée (pas fréquentiel de 10Hz à 20Hz)
est relativement adaptée pour la vitesse d’évolution du comportement du matériau
viscoélastique selon la fréquence puisqu’on observe un faible écart, de 1Hz à 2Hz pour
les modules associés à f = 50Hz ou f = 80Hz.

Il est toujours possible de raffiner la discrétisation de la bande de fréquence afin de
sélectionner exactement le module correspondant au mode prédit. Notamment, dans
le cas d’évolution plus rapide du comportement du matériau viscoélastique selon la
fréquence, il peut s’avérer indispensable d’affiner la discrétisation. Cependant, cette
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approche présente peu d’intérêt, et il est plus intéressant de reconstruire directement
les transferts. En effet, dans les zones de fortes variations des propriétés mécaniques,
la prédiction des modes propres, fréquences propres et amortissements est délicate. La
synthèse modale permet alors d’estimer directement le niveau vibratoire après modifica-
tion, et intègre naturellement les effets de la dépendance fréquentielle du comportement
du matériau viscoélastique.

Pour construire ces transferts, il suffit de s’appuyer, autour de chaque mode couplé,
sur les indications fournies par les IERI. Pour chaque bande de fréquence, le choix
des vecteurs à utiliser pour la reconstruction est indiqué, et il suffit de reconstruire
un modèle couplé de la structure en fonction d’une taille de base d’expansion donnée.
Dans le cas d’une zone où plusieurs modes couplés peuvent interagir, la sélection de
la taille de base optimale est plus délicate, puisqu’elle fait intervenir les évolutions des
IERI pour chaque mode en présence. On peut dès lors réaliser la prédiction de chaque
mode avec le module G associé à la fréquence du mode.

Les transferts, synthétisés à partir des modes complexes prédits et de l’équation
(2.22), ne sont en effet pas exacts dans le cas de structures dont le comportement
dépend fortement de la fréquence (section 2.1.3). Le biais de synthèse est cependant
négligeable lorsque la dépendance n’est pas trop importante.

La figure 5.24 permet de vérifier que, dans notre cas d’étude avec un matériau
viscoélastique standard (smactane50 ), l’erreur de synthèse est faible. On considère les
modes calculés avec le module de comportement associé à leur fréquence propre, et
on compare un transfert direct calculé à l’aide de l’équation (5.2) avec le transfert
synthétisé.

Fig. 5.24 – Transferts direct et synthétisé à partir des modes complexes calculés avec
une valeur de module correspondant à leur fréquence propre. Erreur relative entre le
transfert direct et la synthèse modale. (localisation entrée/sortie donnée en figure 3.7)
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5.6 Comparaison essais/prédiction

Afin de confronter la méthode LMME étendue à la réalité, on réalise une prédiction
de l’effet de la modification sur le démonstrateur défini au chapitre 3.

Les modes identifiés de la structure initiale sont dans la bande de fréquence
[10; 200]Hz. Le maillage capteur utilisé est suffisamment dense pour permettre l’iden-
tification des modes à 4 lobes dont la fréquence propre est proche de 200Hz. Il s’agit
de la configuration retenue à la section 3.2.2.

Le modèle local retenu est le modèle numérique décrit à la section 3.3.4. Pour
le comportement de la modification dans le modèle local, on choisit un module de
cisaillement G = G(f = 100Hz, T = 20◦).

L’analyse modale de la structure initiale a été présentée en section 3.2.2. Quinze
modes ont été identifiés. Les synthèses modales réalisées à partir de ces modes sont de
bonne qualité (figure 3.11).

Le processus de prédiction des modes est relativement systématique. Pour chaque
taille de base d’expansion, et chaque pas de fréquence, on réalise l’étape de couplage
des sous-structures (structure et modification) et on évalue les IERI. À l’issue de ces
calculs, la taille de la base d’expansion est déterminée pour chaque mode.

En règle générale, les modes les plus influents sur la synthèse modale sont obtenus à
l’issue d’une phase de dépouillement relativement aisée. La prédiction d’un des modes
d’ovalisation à 3 lobes (figure 5.27) est un bon exemple.

Fig. 5.25 – Mode d’ovalisation à 3 lobes prédit. f = 117, 9Hz, ξ = 4, 9%

Les courbes d’évolution des paramètres de prédiction de ce mode sont données en
figure 5.26.

Différentes valeurs de module de cisaillement du matériau viscoélastique sont
considérées. Pour la clarté de la figure, seules quelques valeurs sont présentées. Le
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choix d’un module de cisaillement G(f = 120Hz) est raisonnable, après analyse des
valeurs de prédiction potentielles.

Fig. 5.26 – Évolution des paramètres de prédiction d’un mode d’ovalisation à 3 lobes
selon la taille N de la base d’expansion pour différentes valeurs de G.

Les IERI et les courbes d’évolution de la fréquence propre et de l’amortissement
modale du mode en fonction de la taille de la base d’expansion désignent une taille
optimale d’au moins 7 vecteurs. Le septième vecteur constituant la base d’expansion
correspond à la forme de base du mode d’ovalisation à 3 lobes.

Cependant sur certains modes, le dépouillement nécessite une analyse plus appro-
fondie. Prenons l’exemple de dépouillement de prédiction du mode d’ovalisation à 2
lobes présenté en figure 5.27. La prédiction de ce mode est la conclusion de l’examen
des courbes de la figure 5.28.
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Fig. 5.27 – Mode d’ovalisation à 2 lobes prédit. f = 41, 4Hz, ξ = 7, 1%.

Fig. 5.28 – Évolution des paramètres de prédiction d’un mode d’ovalisation à 2 lobes
selon la taille N de la base d’expansion pour différentes valeurs de G.
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Le module de cisaillement G(f = 40Hz) est choisi pour la prédiction de ce mode
dont la fréquence propre est proche de 40Hz. Les IERI ∆EM

se stabilisent pour des
bases de plus de 5 vecteurs. Ce comportement indique que la reconstruction aux ddl
d’interface est raisonnable par rapport à une expansion statique. Les IERI ∆EM

sont en
revanche très désordonnés. Le lissage des déformées est mis en cause. Il faut néanmoins
rappeler que les IERI sont normés entre eux et qu’il peut s’agir d’une dispersion « pro-
voquée » par la normalisation alors que les écarts entre l’expansion LMME et l’expan-
sion statique est faible. Une base de 14 à 17 vecteurs semble être à première vue le
meilleur choix.

L’examen des vecteurs influents de la base d’expansion aide alors au choix de la
taille optimale de la base. La figure 5.29 présente les vecteurs 5, 11, 14 et 18 de la base
d’expansion non tronquée.

vecteur 5 vecteur 11 vecteur 14 vecteur 18

Fig. 5.29 – Vecteurs de la base d’expansion influents pour la prédiction du mode 6.

Le cinquième vecteur est la forme de base du mode d’ovalisation à 2 lobes que
l’on considère. Les vecteurs 11 et 14 reprennent les formes des modes d’ovalisation à
4 lobes. Ils apportent une information sur l’effet de la modification autour des points
d’interface. Leur prise en compte permet d’atteindre les niveaux d’IERI les plus faibles.
Le vecteur 18 a des formes beaucoup plus localisées et risque de perturber le lissage
de la déformées à l’interface ; ce qui concorde avec le comportement des ∆EM

. La taille
N = 14 est sélectionnée pour la prédiction du mode 6.

Les modes prédits sont répertoriés dans le tableau 5.7.
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Désignation des modes
identification prédiction
f (Hz) ξ (%) f (Hz) ξ (%)

Pompage 12.6 1,5 15.8 0,8
Bascule 1 14.9 2,2 14.8 1,4
Bascule 2 20.7 3,7 21.4 1,7
CR couronne 24.5 8,0 24.5 8,8

Ov.2lob.
35.5 6,1 33.6 3,7
44.2 6,0 41.4 7,1

CR couronne
44.9 9,8
50.8 8,5

Ov.2lob.
55.6 12,1 54.5 7,9
72.0 14,7 67.6 7,5

Mode de plaque 84.2 4,1 81.8 1,4
CR couronne 91.8 10,7

Ov.3lob.
105.6 2,2 106.5 2,0
110.7 2,7 112.2∗ 0,8∗

117.1 2,1 117.9 4,9

Modes de plaque
131.0 1,9 127.4 0,9
147.6 2,6 137.8 0,9

∗La forme prédite est principalement un mode de plaque.

Tab. 5.7 – Désignation des modes de la structure modifiée, fréquences propres et
cœfficients d’amortissement modaux. Identification et prédiction LMME étendue.

Il est difficile d’obtenir une identification pertinente à partir des mesures du fait du
fort amortissement et du nombre important de modes sur la gamme de fréquences
considérée. On peut néanmoins remarquer que les fréquences identifiées et celles
prédites concordent. Les différences sont plus notables sur l’amortissement. De plus
les pseudo-modes très amortis de corps rigide de la couronne sont difficilement identi-
fiables.

Globalement la prédiction modale est raisonnable. Une comparaison directe des
mesures avec les transferts synthétisés à partir des modes prédits est préférée pour la
validation du processus.

Les résultats de prédiction de l’effet de la modification sur la structure initiale sont
corrects. La prédiction du niveau vibratoire est bon.
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Fig. 5.30 – Transferts avant modification, après modification et prédiction.

Sur les transferts affichés, on retrouve très nettement les modes apportant le plus
de niveau : le mode de bascule à 14, 8Hz, le mode d’ovalisation à 2 lobes à 33, 6Hz
et les modes d’ovalisation à 3 lobes à 106, 5Hz et 117, 9Hz. L’amortissement prédit
est globalement sous-estimé. Sur la bande [40; 90]Hz où un fort amortissement est
présent, l’identification est plus délicate. On prédit cependant un niveau vibratoire en



5.6 Comparaison essais/prédiction 149

concordance avec les mesures.

Les résultats de prédiction obtenus sont très bons si on prend en considération la
qualité moyenne de la modélisation de la structure initiale.

Les hypothèses de modélisation des tirants amortis sont largement vérifiées. En effet
la modélisation fonctionnelle suffit à rendre compte de l’influence de la modification
sur la structure initiale.

Du point de vue de la méthode, la sélection des modes prédits a posé peu de
problèmes. Les indicateurs de régularité à l’interface (IERI) ont permis une sélection
efficace de la taille des bases de sélection.

On a vu à travers le chapitre 5 que la méthode LMME amortie est efficace pour la
prédiction de l’effet de modification structurale dissipative. Elle est particulièrement
adaptée au contexte industriel d’EDF et permet d’envisager des applications dans un
futur proche.





Conclusion

Ce travail avait pour objectif d’une part de proposer la mise en œuvre d’un dispositif
dissipatif adapté à des problèmes vibratoires rencontrés sur le parc EDF et d’autre part
de développer et de valider une méthode de modification structurale. Cette méthode
qui dérive de la méthode LMME (déjà utilisée dans le contexte des structures non
ou faiblement amorties) a été modifiée pour pouvoir traiter le cas d’ajouts d’éléments
fortement dissipatifs sur la structure à modifier.

Résultats

Une modification amortissante originale intégrant des matériaux viscoélastiques a
été développée au chapitre 3. Elle permet le traitement vibratoire d’un démonstrateur
étudié dans le cadre de la thèse et représentatif des problèmes rencontrés sur le parc
EDF.

L’ajustement des paramètres de conception en relation avec les conditions de fonc-
tionnement autorise un réglage fréquentiel intéressant des performances dissipatives du
dispositif. La dépendance en fréquence du comportement des matériaux viscoélastiques
implique en effet de choisir une fréquence pour laquelle le traitement est optimal et
autour de laquelle la modification a un impact amortissant.

Le dispositif a permis d’atteindre des coefficients d’amortissement modal de l’ordre
de 8% sur des modes d’ovalisation à 2 lobes et de 5% sur des modes d’ovalisation à 3
lobes.

L’extension de la méthode de modification structurale LMME à des cas très amortis
a été validée expérimentalement. Après avoir étudié le processus de prédiction dans un
cadre très amorti pour évaluer la qualité de la méthode, l’application au démonstrateur
développé précédemment a permis de démontrer sa capacité de prédiction.

Les résultats de prédiction sont très satisfaisants. Tout d’abord l’étude numérique
a montré l’efficacité propre de la méthode étendue. La méthode LMME initialement
développée dans [16] et appliquée dans un cadre MSE a montré ses limites de prédiction.
Les hypothèses MSE sont en effet dépassées dans le cas de structures très dissipatives et
la prédiction de l’amortissement, notamment, souffre, dans ce cas, du non-respect des
hypothèses. La méthode étendue donne, quant à elle, une prédiction de bien meilleure
qualité et permet de retrouver les caractéristiques de la structure modifiée.
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L’application expérimentale de la méthode dans un cas de structure relativement
complexe valide le processus. Le modèle numérique associé n’a pas été recalé. La qua-
lité de ce dernier est analogue à celle des modèles de reprise de conception réalisés
habituellement dans l’industrie. La comparaison des fonctions de transferts mesurées
et prédites après modification montre l’efficacité de la méthode pour prédire le niveau
vibratoire à partir de données expérimentales incomplètes.

La méthode LMME dissipative a été conçue pour pouvoir prendre en compte la
variation du comportement amortissant avec la fréquence. Cette particularité rend la
méthode plus fastidieuse à utiliser que dans le simple cas des structures au comporte-
ment indépendant de la fréquence. La dépendance impose en effet de réaliser les calculs
de prédiction pour un certain nombre de fréquences de la bande d’intérêt.

Cette dépendance en fréquence a également un impact sur la synthèse modale de
transferts. Il a été montré que, pour des comportements dont la dépendance n’est pas
trop forte, l’erreur commise sur la synthèse est négligeable. Pour notre cas d’application
avec le matériau viscoélastique smactane50, cette approximation de synthèse a en effet
pu être utilisée.

Un travail didactique sur la réduction des modèles de structures viscoélastiques a
permis de comprendre les mécanismes de construction et d’enrichissement des bases
de réduction. Travailler avec des structures très amorties nécessite en effet la prise en
compte de termes complexes et les méthodes classiques de réduction peuvent être large-
ment améliorées par un enrichissement du premier ordre prenant en compte les efforts
viscoélastiques internes. Cet enrichissement permet d’obtenir des bases de réduction
efficaces à moindre coût.

Perspectives

Les résultats d’amortissement encourageants obtenus sur un démonstrateur relati-
vement complexe et avec une réalisation comportant tous les défauts d’un prototypage
autorise des perspectives d’applications industrielles très intéressantes comme le trai-
tement des cages de développantes présentées en section 3.1.

Des tentatives de traitement à l’aide de modifications par ajouts de masses ou
de raidisseurs n’ont pas toujours donné satisfaction par le passé. Les modifications
proposées n’étaient pas stables dans le temps, une dérive fréquentielle du comportement
et une augmentation lente des niveaux vibratoires étaient observées. On a montré, ici,
que les modifications dissipatives sont des alternatives intéressantes à étudier et sont
adaptées au traitement des modes d’ovalisation incriminés sur ce cas d’application.

Pour effectuer un dimensionnement efficace de dispositifs dissipatifs, il sera ce-
pendant intéressant de réaliser un couplage thermoélastique pour prédire l’effet de
l’échauffement des matériaux viscoélastiques dans le cas d’excitations soutenues. L’ef-
fet de la température pouvant être modélisé à l’aide de variables réduites, il est pos-
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sible d’envisager de réaliser une prédiction en considérant cette fréquence réduite et de
prédire une famille de transferts correspondant à différentes températures.

Un autre aspect concernant le dimensionnement de structures intégrant des
matériaux viscoélastiques est l’influence du collage. La colle epoxy pénètre le matériau
amortissant et modifie son comportement. Dans notre cas d’étude, ces effets ont été
négligés et intégrés aux erreurs de mesures du comportement. Une étude plus fine pour-
rait être nécessaire pour une application industrielle afin de caractériser au mieux le
matériau.
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CEPADUES-EDITIONS, France, 1995

[49] B. Jetmundsen, R.L. Bielawa and W.G. Flannelly,
Generalized Frequency Domain Substructure Synthesis,
Jnl. American Helicopter Society, vol.33(1), pp.55-64, 1988

[50] L. Jézéquel,
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Résumé

L’objectif de cette thèse est d’étendre une méthode de modification structurale pour la
conception de dispositifs dissipatifs destinés à corriger durablement le comportement vibra-
toire de certaines structures.

La première partie du travail pose les bases théoriques de la modélisation des structures
amorties et plus particulièrement des structures viscoélastiques. Une étude de conception
de structures amortissantes intégrant des matériaux viscoélastiques est ensuite réalisée sur
un démonstrateur expérimental représentatif de structures qu’EDF envisage d’amortir. La
réalisation de la modification dissipative permet d’en mesurer expérimentalement les perfor-
mances, qui sont comparées à celles prédites par la modélisation numérique. Ce travail de
conception numérique met en lumière les limites des méthodes classiques de conception dans
le contexte imposé par EDF (modèle non recalé, structures complexes, accès aux mesures
limité).

La seconde partie consiste donc à utiliser une méthode de modification structurale adaptée
pour prédire l’effet de la modification dissipative proposée dans cette thèse. La méthode choi-
sie, basée sur une formulation modale du couplage, a déjà été éprouvée au sein d’EDF, dans
un cadre de structures non ou faiblement amorties. L’ajout d’un terme d’amortissement et
d’une dépendance fréquentielle du comportement (intrinsèque aux matériaux viscoélastiques)
imposent quelques adaptations à la méthode. Une fois les évolutions apportées, la robustesse
de la méthode est étudiée à travers quelques points sensibles de son application. L’utilisation
de la modification précédemment conçue permet une validation expérimentale sur un cas
relativement complexe.

Abstract

The aim of this work is to extend the use of a structural dynamic modification method to
cases of damping device design. These devices are meant to improve the mechanical behaviour
of some structures used by EDF (Electricité de France).

The first step of the work is to give theoretical bases on the modelling of heavily damped
structures and especially viscoelastic ones. One then performs a design study for an expe-
rimental testbed that is representative of structures EDF wants to treat. The performance
of the damping device is evaluated experimentally and compared with the numerical results.
This numerical design study highlights the limitations of classical design methods in the
context of industrial exploitation of EDF (non updated models, complex structures, access
to measurements limited).

The second part of the work thus deals with the adaptation of a structural dynamic
modification method to the case of the proposed damped modification. The chosen method
is based on a modal coupling formulation that has been tested within EDF on undamped
applications. But the method needs some adaptations because of the use of damping terms in
equations and the fact that the mechanical behaviour is frequency dependant (a characteristic
of viscoelastic materials). The robustness of the method is then analyzed through some points
that are important for its application. The method is experimentally validated through the
testbed.
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