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Ces travaux de thése se placent dans le contexte d'une CIFRE avec SNCF Réseau,
I'entreprise francaise chargée de la gestion et de la maintenance des voies ferrées en
France.

La section 1.1 commence par présenter le systéeme de la voie ferrée, a n notamment de
xer le vocabulaire associé. Les méthodes utilisées dans l'industrie pour la caractérisation
du comportement dynamique de la voie ferrée sont ensuite présentées a la section 1.2.
Elles seront utilisées par la suite, notamment aux sections 3.6 et 6.1, a n de guider les
choix de modélisation.

Ensuite, la section 1.3 présente les motivations industrielles a I'origine de cette thése
ainsi que les verrous scienti ques associés. En n, la section 1.4 explicite les choix de
rédaction de ce mémoire.

1.1 Le systeme de la voie ferrée

1.1.1 Les différents types de voie ferrée

Aujourd'hui, la majorité des voies ferrées dans le monde sont ballastée¢voir image
1.1a), c'est-a-dire qu'elles reposent sur une couche d'un matériau granulaire appelé ballast
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&

(a) Exemple de voie ballastée (b) Exemple de voie sur dalle (c) Exemple de voie a sustenta-
tion magnétique (TransRapid de
Shanghai)

FIGURE 1.1 — Photographies de différents types de voie ferrée (Images libres de droit.
Source : Wikimedia Commons)

La voie ballastée est composée de deux parties :

— la partie supérieure, dite superstructureou armementqui contient les traverses, les
semelles, le rail et les attaches;

— et la partie inférieure, appelée sous-structure qui contient la couche de ballast et
toutes les couches géotechniques inférieures.

Des structures de voie sont présentées a la gure 1.2 : a gauche, une voie classique, et a
droite, une Ligne a Grande Vitesse (LGV). La différence principale réside dans le fait que
dans une LGV, une couche arti cielle de sol appelée couche de formest rapportée, tandis
gue sur une voie classique la voie est directement posée sur le sol naturel. De plus, sur
une LGV, la couche de ballast est en général plus épaisse a n d'assouplir la voie rendue
plus rigide par la couche de forme. La voie ballastée fournit des propriétés mécaniques
suf santes dans la majorité des applications. C'est pourquoi elle est modélisée a la section
3.6 en tant que cas d'application majoritaire de ces travaux de thése.

1
rail
semelle \ii . : i
ballast ;| pajlast

sous-couche ! L
I sous-couche

traverse

(a) Schéma d'une voie ballastée classique (b) Schéma d'une LGV

FIGURE 1.2 — Comparaison d'une voie ballastée classique et d'une LGV

Cependant, avec l'augmentation des vitesses, les codts de maintenance de la couche
de ballast augmentent exponentiellement. Une alternative consiste en une voie sur dalle
bétonnédvoir image 1.1b). Deux techniques principales existent :

— fabrication sur site : on vient couler du béton encore liquide sur place. Les traverses
sont ensuite enfoncées sur le béton, ou bien fabriquées en méme temps. Elles peuvent
étre également placées sur la dalle bétonnée une fois rigidi ée, séparées par un tapis
d'élastomére. Cette technique a été principalement utilisée en Allemagne.

— dalles préfabriquées : on apporte sur le site des dalles préfabriquées d'une taille
d'environ 5 m que I'on soude avec un mortier (par exemple de l'asphalte). Ces
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dalles reposent souvent sur un matériau plus souple, qui peut étre granulaire. Cette
méthode a été utilisée notamment pour le Shinkansen au Japon [1].

Les voies sur dalle ont un colt de construction deux fois plus élevé [2], mais un co(t
de maintenance plus faible, car elle se dégrade moins vite. Les propriétés mécaniques
de la voie sur dalle par rapport a la voie ballastée sont dif ciles a classi er suivant les
applications. Cependant, la voie ballastée fournit une qualité acoustique supérieure en
I'absence de dispositifs antibruit, ainsi qu'un drainage naturel des eaux de pluie. Pour ces
raisons, SNCF Réseau a fait le choix de privilégier la voie ballastée, méme pour les LGV.
Les voies sur dalle n'existent que si la solution ballastée est impossible, par exemple a
cause de contraintes telles qu'un ouvrage d'art (pont ou tunnel) qui ne supporteraient pas
les dimensions de ballast requises. D'autres pays (par exemple le Japon avec le Shinkansen)
ont au contraire plut6t fait le choix de voies sur dalle. Un design expérimental de voie sur
dalle est étudié a la section 6.4.

En n, il existe d'autres types de voies ferrées : crémaillére, voie suspendue, sustentation
magnétique (voir image 1.1c)... Ces voies sont peu courantes et donc écartées de cette
étude.

Les composants de la voie ballastée

Les différents éléments de la voie ont des réles bien spéci ques.

Les rails.

lls ont pour rdle de guider et de supporter le train. Leur pro | trés particulier est
optimisé pour assurer une excellente tenue et un contact roue-rail faible. Le pro | le
plus utilisé aujourd'hui est de type « Vignoles », comme présenté a la gure 1.3. D'autres
pro Is peuvent étre utilisés pour des voies de fret ou des tramways par exemple. lls
sont fabriqués dans un alliage d'acier (Fe, C, Mn et Si) bien spéci que [2] sous forme de
barres élémentaires de 108 m (historiquement 36 m). Aujourd'hui, au lieu de relier les
rails par des éclisses en laissant un écart, créant le bruit caractéristique du chemin de fer,
les barres élémentaires sont d'abord soudées électriquement en usine pour former des
barres de 324 ou 432 m, puis ameneées par convoi sur site ou elles subissent une soudure
aluminothermique (voir gure 1.4). On les nomme LRS pour Longs Rails Soudés. Dans le
régime d'utilisation nominal, le rail reste toujours son régime élastique.

FIGURE 1.3 — Pro | d'un rail Vignoles sui- FIGURE 1.4 — Soudure alumino-thermique
vant la norme UIC 60 (Iégendes en mm) d'un rail (Image libre de droit. Source : Wi-
kimedia Commons)



26 Chapitre 1. Contexte et objectifs

Les traverses.

Elles ont pour r6le de maintenir I'écartement des rails constant a 1.435 m, comme dé ni
dans la norme internationale, et de répartir sur la couche inférieure les contraintes appli-
guées sur le rail avec un rapport d'environ 1500 [2]. Le rail est maintenu aux traverses par
des attaches avec un angle de 1/20 a n de réduire son usure. Historiguement en bois, elles
sont aujourd'hui majoritairement fabriquées en béton, fournissant une meilleure résistance
transverse et une meilleure durée de vie [2]. Elles peuvent étre biblocs constituées de deux
blocs de béton trapézoidaux reliés par une tige d'acier, ou monoblocscomme montré a la
gure 1.5. Dans ce dernier cas, elles sont précontraintes par des tiges métalliques internes
de section 6 mm? a n de n'étre sollicitée qu'en compression, le béton étant trés fragile en
traction. Les traverses monoblocs répartissent plus équitablement la charge, mais sont
plus chéres a fabriquer. Une fois placées sur la voie, elles sont quasiment entierement
enfouies dans le ballast. Les traverses sont également congues pour rester dans leur régime
élastique, ce qui sera I'nypothése de modélisation retenue par la suite.

(a) Traverse monobloc (b) Traverse bibloc

FIGURE 1.5 — Comparaison des traverses biblocs et monoblocs (Images tirées du catalogue
Stradal)

Les semelles.

Entre le rail et la traverse en béton est placée une semelle cannelée dans un élastomere,
du polyétheruréthane, d'une épaisseur en général égale a 9 mm. Le rble principal de cette
semelle est d'atténuer les vibrations et les chocs pouvant ssurer les traverses en béton.
Elle permet aussi d'assurer une isolation électrique entre les deux rails, permettant au
courant électrigue du systéme de signalisation qui y circule de bien fonctionner.

FIGURE 1.6 — Semelle cannelée ferroviaire FIGURE 1.7 — Systéme d'attache (Images ti-
(Images tirées du catalogue Vapérail) rées du catalogue Stradal)

Contrairement aux traverses et au rail, le comportement des semelles ne peut pas étre
résumé a un comportement élastique. Comme illustré a la gure 1.8a, méme dans leur
utilisation courante, I'enfoncement n'est pas proportionnel a la charge appliqguée. Quand
on applique une charge dynamique a la semelle (voir gure 1.8b), cette différence est
encore plus notable. Les semelles ont en général une rigidité statique de 90 kN/mm, mais
le comportement viscoélastiqgue du matériau fait que la rigidité dépend de la fréquence.
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Ainsi, pour une excitation de 30 Hz, elle peut doubler jusqu'a une valeur de 180 kN/mm.
L'assouplissement du matériau lorsque la charge augmente, visible a la gure 1.8b, est
signi catif de l'effet Payne. Un second phénoméne apparait, qui fait augmenter la rigidité
aprés un certain poids. En effet, si la charge est trop importante, les cannelures des
semelles sont remplies, formant un matériau plus rigide. La question de la modélisation
de ce comportement complexe n'a pas été traitée dans ces travaux de thése.

Q Limite d'utilisation -

Limite d'utilisation

Charge
Rigidité

u
Enfoncement Charge

(a) Enfoncement de la semelle pour une charge (b) In uence de la fréquence et de la charge sur
verticale statique la rigidité dynamique de la semelle

FIGURE 1.8 — Propriétés mécaniques des semelles sous rail (Tirées de la documentation
Sylomer MFS SR2250)

Le ballast.

Cette couche de matériau granulaire a quatre réles principaux :

— répartir uniformément sur le sol les contraintes appliquées sur la traverse et éviter
que la voie s'enfonce dans la plateforme. Pro llidis [2] estime & 1 m 2 la surface
de répartition de la charge sous la couche de ballast, ce qui environ est 5 fois plus
étendu que la surface des traverses,

— fournir une meilleure tenue aux efforts latéraux de la voie par sa forme trapézoidale,

— atténuer les vibrations et les ondes acoustiques générées par le passage des trains,

— drainer naturellement les eaux de pluie.

Cette couche fait typiquement 30 cm d'épaisseur sur LGV (ou plus), et plutét 20 cm sur
ligne classique.

Le ballast est fabriqué dans des carrieres agréées a partir de pierres concasseées. Le type
de roche varie suivant la position géographique, méme si on retrouve plutét des roches
granitiques. Il doit respecter des spéci cations sur la taille des grains : aprés passage
dans différentes mailles, le taux de particules passantes est analysé. La qualité du ballast
est ainsi évaluée suivant des courbes granulométriques, du type de la gure 1.9. Les
grains, d'une taille entre 31.5 et 50 mm, doivent également avoir une forme convenable,
c'est-a-dire posséder des arétes vives, et ne pas étre trop plats ou allongés. En n, le ballast
doit étre dénué de sable, poussiére et autres impuretés.

La dureté du ballast est quanti ée a partir de tests effectués sur des échantillons,
comme le test Deval ou Los Angeles [2]. Dans ce dernier, un échantillon de 10kg de
ballast est placé dans un cylindre avec des balles d'acier. 1000 rotations a une vitesse de
32 tours par minute sont effectuées. La mesure de la perte de masse par I'échantillon de
ballast aprés I'essai permet de quanti er la dureté de celui-ci. Ce taux doit étre inférieur a
20%. D'autres méthodes, telles que des essais triaxiaux [3], sont parfois mis en ceuvre en
laboratoire, mais ne sont pas obligatoires pour I'homologation d'une carriére.

Les défauts de géométrie de la voie sont principalement dus au tassement de la couche
de ballast. Pour maintenir la voie dans son état nominal, on a recours a un véhicule nommeé
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FIGURE 1.9 — Courbes granulométriques du
ballast (d'aprés référentiel SNCF Réseau) FIGURE 1.10 — Bourreuse mécanique

bourreusdvoir gure 1.10). Les traverses sont soulevées, puis des tiges métalliques sont
enfoncées dans le ballast et excitées a 35 Hz, permettant de uidi er le comportement du
ballast et de le compacter sous les traverses jusqu'a ce que le rail atteigne la cote recherchée.
Ce processus a lieu périodiquement tous les 10 ans environ, en fonction de la dégradation
subie par la voie. Le renouvellement complet n'a lieu que tous les 30 a 50 ans. Aprés
bourrage, on vient parfois appliquer une stabilisation dynamique, c'est-a-dire que I'on fait
vibrer les rails pour tasser la couche de ballast. Ensuite les circulations de train se font a
vitesse réduite, jusqu'a ce que les propriétés de la voie se soient stabilisées.

Tout est mis en ceuvre pour que la couche de ballast reste dans son régime élastique
[4]. Cependant, certains auteurs considérent un régime plastique [2, 5]. S'il est certain que
la couche de ballast dissipe de I'énergie, le choix d'un modeéle adéquat n'est pas évident. I|
sera vu a la section 2.3.2 que différentes approches numeériques plus ou moins complexes
peuvent étre mises en ceuvre a ce sujet.

La sous-couche.

Il s'agit d'une couche composée de mélanges de matériaux (résidus de ballast, sable,
grave, scories, sol... [4]), avec une granulométrie notablement plus ne que le ballast, donc
plus compacte. On l'appelle parfois également sous-ballasbu couche de fondationsuivant
sa composition et son rdle. Elle peut également contenir des tapis plastiques du méme
type que les semelles, ou des géotextiles lorsque le sol est de trop mauvaise qualité et
risque de contaminer le ballast.

Couche de forme.

Cette couche supplémentaire est présente notamment sur LGV (voir gure 1.2b),
lorsqu'une meilleure stabilité de la voie est requise ou quand le sol naturel est de trop
mauvaise qualité. Elle consiste en une couche de sol rapportée et plus compactée, dont on
malitrise davantage les propriétés mécanigues.

Sol naturel.

La qualité du sol est trés variable suivant les sites, et est quali ée en fonction du
pourcentage de terre meuble ou de roches, de sa granulométrie, et des conditions hydro-
logiques. Le module de Young varie en général entre 10 MPa pour un sol de mauvaise
qualité, jusqu'a 100 MPa pour un sol de bonne qualité. Un sol rocheux pourra avoir une
rigidité trés grande, de I'ordre de 3 GPa [2]. Suivant les applications et les caractéris-
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tigues du sol étudié, son comportement pourra étre modélisé de maniéere plus ou moins
complexe, tout comme le ballast.

Efforts supportés par la voie

En ligne droite, la force exercée par le véhicule roulant sur la voie est trés majoritai-
rement verticale. Pour limiter les effets latéraux, les courbes ont un rayon le plus large
possible et les voies sont construites avec un dévers a n de compenser les effets de la force
centrifuge. Dans ces travaux de thése, on s'intéresse uniqguement aux effets verticaux, qui
sont le plus néfastes du point de vue de la dégradation de la voie, et donc d'intérét pour
le gestionnaire de réseau qu'est SNCF Réseau. Les effets latéraux conservent néanmoins
une importance vis-a-vis de la sécurité ferroviaire.

L'excitation verticale est dominée par la contribution statique, c'est-a-dire le poids du
train. En France, la plupart des trains sont construits de fagon a avoir une charge a I'essieu
maximale de 20 tonnes [2], soit un poids au niveau de la roue de 10 tonnes. La contact
entre le champignon du rail et le anc de la roue se fait sur une tres petite surface. La
géométrie conigue de la roue permet d'éviter le déraillement : par exemple si le train se
déporte sur la gauche, le diamétre de la roue en contact avec le rail droit va diminuer, et
augmenter sur le rail gauche. Cette différence va générer une force de rappel qui assure
la stabilité du véhicule. Tant que le rail n'est pas tres usé et qu'il reste dans son régime
élastique, cette surface peut raisonnablement étre approché par la théorie de Hertz [4].

Tous les trains modernes possedent des essieux regroupés par deux au sein d'un
chariot appelé bogie qui contient également un systéme de ressorts et d'amortisseurs. Ces
bogies peuvent étre soit partagés entre deux wagons, comme c'est le cas pour les Trains
a Grande Vitesse ou TGV (voir gure 1.11a), soit disposés au début et a la n de chaque
wagon, comme sur les Intercités (voir gure 1.11b). Les distances entre les essieux et les
bogies, variables entre les différents modeéles, constituent des distances caractéristiques
L qui donnent lieu, dans les mesures de vibration au passage, a des pics de fréquences

correspondant aux multiples de {, avecv la vitesse du train.

(a) TGV Duplex

(b) Intercités

FIGURE 1.11 — Schémas de différents matériels roulants SNCF (Images tirés de la che
technique du modéle miniature Jouef)

Pour l'instant, seul l'aspect statique de la charge a été discuté. Cependant, pour des
vitesses élevées, la partie dynamique peut atteindre le méme ordre de grandeur que la
partie statique. Dans la pratique, on se contente par simplicité a considérer une charge de
la forme gQ, ou g est lefacteur de surcharge dynamigeeQ la charge statique. Il existe de
nombreuses formules analytiques tirées de I'expérience [2] pour estimer ce facteur, qui
donnent environ 1,2 pour v = 100km/h et de 1,5 jusqu'a 2 pour v = 300km/h. Cette
surcharge est due a plusieurs contributions :

— la dynamique des masses suspendues (notamment toute la caisse) qui dépend des
fréquences d'oscillations du véhicule,
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— la dynamique des masses non suspendues (nhotamment la roue et le rail). Cette
surcharge est estimée par Alias [4] comme proportionnelle a la vitesse.

— toutes les autres contributions telles que les irrégularités du rail et les effets aérody-
namiques.

Un sujet souvent noté dans la littérature [2, 4, 6] est la notion de vitesse critiquell a été
remarqué avec l'augmentation des vitesses de circulation des trains que la dégradation de
la voie et les effets dynamigues augmentent de maniére exponentielle. Une hypothése est
gue cette dégradation est liée a I'existence d'une vitesse critique, estimée autour de 500
km/h, autour de laquelle la réponse de la voie serait maximale.

Cette notion n'est pas toujours mise en paralléle avec la vitesse de propagation
moyenne des ondes dans la voie, qui peut également étre de l'ordre de grandeur de
500 km/h (voir tableau 3.3). Si la vitesse du train s'approche de cette vitesse de propaga-
tion, il est normal d'observer une modi cation du comportement mécanique, a la maniére
d'un avion dépassant la vitesse du son.

Méthodes industrielles de caractérisation de la voie ferrée

Dans la Division Générale Industrielle et Ingénierie (DGIl) de SNCF Réseau, comme
dans les services équivalents dans d'autres pays, la caractérisation du comportement
mécanique se fait encore presque uniquement par utilisation de référentiels ou de normes
basés sur des méthodes expérimentales ou analytiques.

Méthodes expérimentales

Le paramétre le plus global représentant le comportement mécanique de la voie est sa
rigidité globale K, aussi appeléemodule de vojeglé ni comme
_ Uz
K o (1.1)
Les référentiels métier indiquent des variations de module de voie entre 15 et 100 kN/mm
suivant de nombreux parametres tels que la qualité du sol, I'humidité, la température...
La valeur la plus courante est de 30 kN/mm.

Cependant, il est souvent dif cile de mesurer le module de voie. Expérimentalement,
on mesure plutdt les accélérations grace a des accélérométres disposés sur le rail ou
les traverses. Des mesures sont faites aux différents passages de train et permettent de
caractériser la qualité de la voie. De plus, ces mesures ne peuvent permettre que de
constater un défaut, mais rarement d'en expliquer sa cause. Pour avoir une appréciation
plus précise de la constitution de la voie, des carottages du sol peuvent étre prélevés puis
analysés en laboratoire.

Cependant, ces essais sont chers et dif ciles & mettre en ceuvre sans perturber le
tra c. Il est donc intéressant de pouvoir réaliser des mesures sur un temps plus réduit,
et ne nécessitant pas un passage de train. Diverses méthodes géotechniques sont parfois
utilisées, parmi lesquelles on peut citer la méthode SASW [7] qui consiste a placer une
ligne de capteurs pour identi er les vitesses de propagation des ondes, notamment I'onde
de pression P (ou onde principale) et I'onde de cisaillement S (ou onde secondaire), en
fonction de la profondeur. On peut ensuite remonter aux propriétés telles que le module
de Young E et le coef cient de Poisson n grace aux formules

G o ac 3 2

Clzj C% y n= T’ (12)
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avecr la masse volumique.

Une autre méthode utilisée dans le ferroviaire est la mesure de la réceptancele la
voie [8]. On vient exciter le rail a I'aide d'un marteau d'essai dont on enregistre le signal
de force (voir gure 1.12b). On enregistre également le déplacement de la voie, par
exemple au niveau de la traverse. Il estimportant que les deux signaux soient parfaitement
synchronisés. Ensuite, on passe dans le domaine fréquentiel pour calculer la réceptance,
dé nie ci-dessous.

La réceptanceH se dé nit comme la fonction de transfert entre le déplacement u et la
force appliquée f.
b(w)

P(w)

H(w) =

(1.3)

L'avantage de lI'essai au marteau est que la transformée de Fourier de l'impact pest
guasiment constante sur les basses fréquences. Ainsi, on obtient une excitation équivalente
a toutes les fréquences de la voie, ce qui permet d'accéder a une information globale du
comportement de la voie. Cet essai est modélisé numérique a la section 6.1.1.

A titre d'illustration, un résultat d'essais de réceptance est tracé a la gure 1.12a,
réalisés sur la LGV est-Européenne entre Paris et Strasbourg, a hauteur d'Evres (région
Grand-Est). 10 impacts successifs sont réalisés sur le méme site et les réceptances au niveau
de la traverse la plus proche sont enregistrées. On observe un maximum d'amplitude pour
les fréquences entre 40 et 80 Hz (les plus basses fréquences n'ayant pas pu étre tracées a
cause d'une mauvaise cohérence des signaux). De plus amples discussions sur ces résultats
seront effectués a la section 6.2, quand les résultats numériques seront confrontés a ces
expériences.

(b) Impact au marteau
d'essai sur le rail (tiré de
(a) Réceptances pour 10 essais sur le méme site [81)

FIGURE 1.12 — Essai de réceptance sur une LGV

1.2.2 Etudes analytiques

Tres tét, on a souhaité disposer de modéles pour prédire le comportement de la voie en
évitant le recours systématique aux méthodes expérimentales. Le premier modéle statique
remonte a 1941 et est attribué a Zimmermann [9]. Le rail est considéré comme un systéme
unidimensionnel, de direction iy, de module d'élasticité E, de moment d'inertie |, de
masse volumique r et de section S. On applique a ce rail en x = 0 une charge ponctuelle
Q constante, représentant la charge d'une roue. Ce rail repose sur une fondation élastique
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de raideur K. Cette approximation unidimensionnelle se justi e d'autant plus aujourd'hui

avec l'utilisation de rails soudés (LRS). L'équation de la exion du rail sur support élastique
s'écrit

Tu,
x4

Zimmermann [9] a montré que cette équation se résout analytiquement en

El (x) + Kuz(x) =  Qd(x). (1.4)

uz(x) = uf®e %M (cos(kojxj) + sin (kojxj)) , (1.5)
ou r_
Q 1., K

up®™ = ppg—, = p=" —. 1.6

2 2'EIK3 ko PS5 Ei (1.6)

Au passage de chaque bogie, le rail va échir sous la forme caractéristique d'un M.
Pour une voie rigide correspondant a un comportement nominal ( K = 57.6kN/mm pour
la courbe jaune), la dé exion maximale du rail est d'environ 1 mm. Dans une premiére
approximation, il est souvent considéré que I'in uence d'une roue est négligeable au-dela
de 3 traverses, comme on peut le constater a la gure 1.13. Dans ce cas, la traverse sous
la roue recoit environ 40% de la charge, les traverses adjacentes 23%, et les troisiemes
traverses 7%. Cependant, pour le méme armement, si le sol est plus souple K = 28.8
kN/mm pour la courbe bleue), voire dégradé ( K = 9.6 kKN/mm pour la rouge), cette
dé exion peut aller jusqu'a 4mm. Dans ce cas, la charge est répartie sur davantage de
traverses et le déplacement positif au pied de la courbe n'est plus négligeable.

FIGURE 1.13 — Dé exion statique du rail sous un bogie pour différentes qualités de sol

Les applications de ce modéle sont trés limitées car les aspects dynamiques sont ici
négligés, et parce que l'appui sur la voie et tous ses composants ne peut se limiter a une
simple raideur K. Cette étude ne permet que de fournir des ordres de grandeur tels que
ceux fournis ala gure 1.13. Ce modéle est cependant a la base de beaucoup de référentiels
encore utilisés aujourd'hui dans l'industrie.

Une approche plus compléte consiste a ajouter un support périodique aux rails, comme
schématisé ala gure 1.14. A I'équation de Zimmermann doivent donc étre ajoutés un
terme d'inertie ainsi que la résistance périodique des traverses, d'ou
Tu, %

2 a Rn(t)d(x nxg)= Qd(x wvt), a.7)
n= ¥

4
E|%;4Z(x)+ (S
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ol xg = 0.6m correspond au travelage d'une voie ferrée, R, est la réaction de la néme
traverse etv la vitesse de la charge mobile. Hoang et al. [10] ont réalisé une étude semi-
analytique de ce probléme. Alias [4] remarque gu'ajouter I'aspect discret des traverses ne

modi e pas notablement ces résultats en statique.

Dx

Q
rail o—.
semelle
traverse
fondation

FIGURE 1.14 — Rail sur fondation élastique périodigue

Avec la vitesse, la déformée du rail évolue comme illustré a la gure 1.15. La dé exion
sous la premiére roue augmente, ce qui entraine une surcharge dynamique. Par compen-
sation, le rail se souléve davantage a la n du passage. De plus, la tangente a la courbe
sous la roue n'est plus horizontale, ce qui signi e que le bogie est penché du fait de I'onde
se propageant devant le train.

FIGURE 1.15 — Dé exion dynamique du rail sous un bogie (tiré de [10])

Pour ce modéle périodique, la réceptance peut étre calculée semi-analytiquement [10,
11]. Enx = 0, elle a 'allure donnée a la gure 1.16a. [12]. On observe un premier pic
(A) autour de 50 Hz, qui consiste en un mode d'enfoncement global de toute la voie
sur son support. Aprés une anti-résonance (B), le deuxiéme pic (C) correspond au mode
d'enfoncement du rail sur les semelles, sans mouvement des traverses. En n, le dernier
pic (D), a bien plus haute fréquence, correspond a un mode dit pin-pin, d'alternance des
traverses adjacentes.

Un paralléle peut-étre fait avec la section 2.3.1 qui traite de la bibliographie des
structures périodiques architecturées. En exprimant la réponse dans le domaine fréquence-
nombre d'onde, comme a la gure 1.16b, on peut observer la courbe de dispersion de
I'onde de exion, en trait noir. L'anti-résonance (B) est associée a une bande de fréquence
interdite (ou bandgaplié a un mode local correspondant aux traverses. Le pic (D) corres-
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pondant quant a lui a un repliement de la courbe en espace, aussi appelé dans la littérature
repliement de Bragg

Ces remarques montrent la pertinence de la modélisation de la voie ferrée en tant que
structure périodique. C'est pourquoi le chapitre 2 traite de la bibliographie de ce type de
structures, dans un cadre plus général.

(a) Réceptance

(b) Transformée de Fourier en espace-temps

FIGURE 1.16 — Comportement dynamique d'un modéle de rail sur appui périodique (tiré
de [12])

Dans un contexte industriel, les études vont rarement plus loin que les considérations
analytiques évoquées ici. La raison principale est que la norme ne concerne le plus souvent
gue les trés basses fréquences (<20 Hz), et ces modéles, couplés au retour d'expérience de
I'exploitation et de la maintenance, sont, dans la majorité des cas, suf sants.

Motivation et objectifs des travaux de these

Contexte industriel : besoin d'un outil numérique ?

Encore aujourd'hui au sein de la division ingénierie DGIl de SNCF Réseau, comme
pour les divisions équivalentes de gestionnaires d'infrastructure ferroviaire, il a été montré
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que la plupart du temps, le dimensionnement de la voie ferrée se fait par recours a des
référentiels qui ont été établis a partir du retour d'expérience et de modéles analytiques
simpli és. La plupart du temps, ces modeles sont suf sants et permettent d'atteindre la
performance attendue. Un modéle numérique de caractérisation de la voie ferrée est-il
utile dans ce contexte ?

Dans certains cas, la voie ferrée présente une anomalie dans son comportement, ou
bien une situation inédite se produit. Par exemple, des ingénieurs du secteur hydrologie
se sont vus obligés de placer une conduite de drainage de maniére longitudinale sous
la voie, alors que les outils qu'ils utilisent habituellement ne prévoient qu'une traversée
perpendiculaire (et donc beaucoup plus ponctuelle) sous la voie. On pourrait simplement
surdimensionner la conduite en supposant qu'elle supporte le poids de toute la voie et
des véhicules roulants. Si ce genre de solution pouvait étre viable dans le passé, avec le
contexte économique actuel, ce n'est plus le cas. Une autre solution serait de réaliser une
campagne de mesure, mais elles ont un codt, et avec la densi cation du plan de circulation,

il est de plus en plus dif cile de prévoir du temps pour une telle opération non nécessaire.
C'est typiqguement dans ce genre de situation qu'un modéle numérique, moins codteux,
est souhaitable.

Avec les exigences grandissantes de performance et d'optimisation, ce cas de gure
devient de plus en plus fréquent. Pourtant, la transition au numérique se fait trés lente-
ment. Tout d'abord, les normes en vigueur n'autorisant pas le seul recours aux modéles
numériques, leur développement ne pourra pas supplanter dans un futur proche les
campagnes expérimentales et est donc un colt supplémentaire. D'autre part, I'équilibre
entre les projets de recherche de ce type face aux projets d'exploitation ayant des échéances
plus immédiates n'est pas facile a déterminer.

Ainsi, méme si la transition vers I'utilisation d'outils numérigues est progressive, elle
est inévitable si SNCF Réseau veut pouvoir fournir une qualité de voie supérieure tout en
réduisant les codts.

Obijectifs scienti ques et industriels du projet

Dans ce contexte, SNCF Réseau a lancé il y a une dizaine d'années un projet nommé
Dynavoie. Les objectifs initiaux étaient de disposer d'un modéle capable de dépasser les
considérations quasi statiques actuelles, et qui puisse prédire le comportement dynamique
de la voie ferrée, couplé a des modeles simpli és de véhicule. Une collaboration avec
I'entreprise SDTools avait été lancée, mais le projet a été laissé de coté pendant quelques
années. Avec la these d'E. Arlaud, le logiciel Dynavoie a ressurgi et a été notablement
amélioré. En utilisant des stratégies de réduction de modéle périodique, Dynavoie a été
capable d'analyser des situations complexes comme la transition entre une voie ballastée
et une voie sur dalle avec un colt numérique trés faible [12]. L'objectif est de réaliser une
simulation de passage véhicule en moins d'une heure sur un ordinateur standard.

Le premier verrou scienti que constitue donc I'implémentation d'une méthodologie
de réduction de modéle permettant d'atteindre cet objectif industriel. Ce verrou a déja été
traité en partie dans des travaux précédents [12].

Malgré son ef cacité numérique, le logiciel Dynavoie n'était pas encore assez mature
au début de cette thése pour étre utilisé au sein d'un bureau d'études. D'une part, les
résultats prédits n'étaient pas systématique assez proches des mesures comparatives
aux basses fréquences, et d'autre part, son utilisation demeurait assez complexe, surtout
pour ce qui concerne le lancement d'études paramétriques sur un jeu de parameétres de
géomeétrie ou de propriétés mécanigues.

Deux verrous scienti ques supplémentaires ont été identi és pour expliquer les dé-
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fauts de prédictivité de Dynavoie. Le premier est la remise en cause des conditions limites

du modéle qui ne tient pas convenablement compte du rayonnement dans le sol des ondes
générées par le passage des trains. En effet, on observe en basse fréquence un pic trés
peu amorti sur les résultats de simulation, comme ala gure 1.16a, en comparaison aux
essais expérimentaux de la gure 1.12a. Des solutions existent dans la littérature, telle
gue la BEM ou la PML (voir section 2.2.1), mais aucune ne semble étre adaptée a la cible
d'utilisation de Dynavoie, qui est le calcul d'un passage de train en moins d'une heure.

L'autre point concerne la modélisation du ballast. Au vu des travaux d'Abreu Corréa et
al. [13] qui ont mis en évidence l'intérét de la prise en compte du caractére hétérogene du
ballast, méme aux moyennes fréquences (20-100 Hz), il a été décidé d'étudier I'importance
de ce type d'effet en basse fréquence en utilisant Dynavoie. Ce modeéle hétérogéne du
ballast étant trés récent dans la littérature, il n'a été appliqué au ferroviaire que sur des cas
académiques et jamais adapté a un modéle réduit périodique comme Dynavoie.

La prise en compte dans Dynavoie de ces deux effets devra se faire en conservant
un codt de calcul raisonnable, pour ne pas freiner la possibilité d'études paramétriques :
a savoir, une simulation de passage véhicule en moins d'une heure sur un ordinateur
standard.

Ces objectifs sont synthétisés dans le tableau 1.1.

TABLE 1.1 — Objectifs de la thése sur le logiciel Dynavoie

Objectifs scienti ques Objectifs industriels

Améliorer le caractere prédictif des résul-
tats de simulation de Dynavoie sur voie bal-
lastée, a n de disposer d'un outil d'aide a la
prise de décision.

Conserver le colt numérigue d'une simula-
tion inférieur a 1h sur un ordinateur standard
a n de permettre des études paramétriques.

Prendre en compte le rayonnement des
ondes a I'in ni au sein d'un modéle réduit
périodique de la voie

Préciser I'in uence du rayonnement sur la
réponse dynamique de la voie entre 5 et 100
Hz

Prendre en compte le caractére hétérogéne
du ballast au sein d'un modéle réduit pério-
dique de la voie

Etudier I'in uence de cette hétérogénéité

Disposer d'un logiciel de dimensionnement
capable de traiter les voies ballastées, comme
les voies sur dalle.

Autoriser des simulations temporelles pour

sur la réponse dynamique de la voie entre 5
et 100 Hz

permettre notamment la modélisation d'un
couplage véhicule/voie ou un comportement
viscoélastique des semelles.

1.4 Organisation du mémoire

Ce mémoire débute au chapitre 2 par une étude bibliographique qui prend 'angle
plus général des méthodes numériques appliquées aux guides d'ondes. Les méthodes de
réduction sont présentées, ainsi que les cas particuliers des guides d'ondes ouverts, corres-
pondant au probléme du rayonnement, et des guides d'ondes hétérogénes, correspondant
au probléme de la modélisation du ballast.

Ensuite, ce mémoire est organisé en quatre grandes parties. Tout d'abord, au chapitre
3, une méthode de réduction par apprentissage multi-nombres d'onde pour les structures
périodiques est présentée. Cette partie révise les formulations introduites dans les tra-
vaux d'E. Arlaud [12] pour généraliser notablement son implémentation. Elle propose
également des extensions liées a la gestion des extrémités de modéle et au suivi du type
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d'ondes. Ces résultats on fait I'objet d'une publication dans le Journal of Sound and Vibration
[14].

Le cas des milieux hétérogénes est ensuite traité au chapitre 4. L'objectif est de mo-
déliser I'effet de dispersion dans ces milieux, tout en restant compatible avec un calcul
de bureau d'études en 1 h. A n d'appliquer la méthode de réduction du chapitre 3, cette
partie débute par I'étude de milieux hétérogénes périodiques, permettant de mettre en
évidence des modes locaux et des bandes de fréquences interdites. Une extension de la
méthode de réduction pour les milieux non-périodiques est en n proposée pour traiter le
probléme de la couche de ballast.

La deuxiéme application de la méthode de réduction est traitée au chapitre 5 : le
probléme du rayonnement dans le sol. Il est mis en évidence que le niveau constaté dans
la résonance basse fréquence de la voie ferrée ne peut pas étre traité par amortissement
équivalent, mais nécessite une stratégie particuliere liée au rayonnement. On s'intéresse
ainsi a I'implémentation d'une formulation de frontiéres absorbantes PML adaptée aux
calculs en temporels. L'adaptation de la stratégie de réduction a cette nouvelle formulation
est également présentée.

En n, au chapitre 6, les méthodes et les résultats introduits aux chapitres précédents
sont appliqgués a des cas d'étude industriels. Notamment, une extension du modéle
périodique a un prototype de voie sur dalle discontinue est présenté.
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Un guide d'ondescomme son nom l'indique, est une structure qui dirige les ondes dans
une direction particuliére. Elle peut avoir été construite dans ce but précis, ou avoir cette
propriété naturellement. L'archétype d'une telle structure est un tuyau, ayant une forme
longiligne, invariante ou périodique par translation, avec un diamétre caractéristique de
sa section faible par rapport par rapport a sa longueur. |l existe des guides d'ondes pour
les ondes électromagnétiques ( bre optique), les ondes acoustiques (trombone a coulisse),
ou encore pour les ondes mécaniques. C'est ce dernier cas qui va nous intéresser dans
ce mémoire, mais les méthodes présentées dans ce chapitre peuvent se généraliser a tout
type d'onde. Cette étude va ensuite se concentrer sur deux cas particuliers : les guides
d'ondes ouverts, c'est-a-dire les structures desquelles des ondes peuvent s'échapper (par
exemple un tuyau enfoui dans le sol), et les guides d'ondes hétérogenes.
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Modélisation numérique des guides d'ondes

Insuf sance des méthodes classiques FEM ou BEM

Pour modéliser le comportement dynamique d'un guide d'onde, la méthode la plus
naturelle consiste a appliquer les méthodes classiquement utilisées en dynamique des
structures. La méthode phare pour ce type de probléme est sans consteste la méthode
des Eléments Finis (FEM). Elle exprime les équations sous une forme matricielle adaptée
a la résolution par un ordinateur, et permet de traiter des géométries arbitraires. Bien
gue ses débuts remontent aux travaux de Courant dans les années 40, la FEM a surtout
été développée dans les années 70 entre autres par Zienkiewicz [15]. Cette méthode
aujourd’hui maitrisée est utilisée dans de nombreux codes commerciaux (Abaqus, Nastran,
Ansys...) etopen sourc€CodeAster, FreeFem++,...).

L'hypothése fondamentale derriere la FEM est d'approcher le champ inconnu p, dé-
pendant du temps t et de I'espacex, qui évolue dans un espace vectoriel de dimension
in nie, par un champ approché, dans un sous-espace de dimension nie. On exprime
ainsi l'inconnue sous la forme d'une combinaison linéaire d'une base de ce sous-espace,
constitué de fonctions de forme N;(x) ne dépendant que de l'espace

p(t,x) = & Ni(X)qi(1) | (2.1)
J

associées a des coordonnées dépendant du tempgj;(t) appelées degrés de liberté (DDL).
A n de traiter des géomeétries arbitaires, la FEM consiste ensuite a réaliser un maillage de
la structure, et a choisir pour fonctions de forme N; des fonctions polynomiales valant 1
sur un nceud du maillage et 0 sur les autres nceuds.

A n d'obtenir une équation sous forme matricielle, I'étape suivante consiste discrétiser
I'équation en espace. Pour illustrer ces propos, prenons I'exemple d'une équation de
propagation d'onde acoustique

p(t,x) Dp(t,x) = 0, (2.2)

d'inconnue p, la pression. La FEM ne part pas cette équation forte, mais d'une forme faible
pour un champ p (appelé souvent virtuel) véri ant certains critéres de régularité [15], qui
s'obtient en intégrant sur le domaine W le produit de I'équation précédente par p . Elle
est souvent exprimée sous la forme symétrique suivante, qui ne fait apparaitre que des
dérivées du premier ordre en espace,
z z z
W|'c'>(t,x)p (t,x)dx + Wczr p(t,x) r p (t,x)dx = ﬂWf(t,x)p (t,x)dx , (2.3)

ou f sont les forces appliquées sur la frontiere W de la structure.

En remplagant les champs inconnus par leur approximation en dimension nie (2.1),
on peut obtenir aprés quelgues manipulations détaillées a la section 3.2.2 une expression
matricielle de la forme

[M]fd(t)g+ [K]fq(t)g= ff(t)g . (2.4)

Cette équation s'intégre ensuite en temps a l'aide d'un schéma numérique, tel que le
schéma de Newmark [16], ou se résout dans le domaine fréquentiel sous la forme

n 0
Kl w?[M] faw)g= ®w) , (2.5)

ou b indique la transformée de Fourier temporelle.
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C'est la FEM qui sera utilisée tout au long de ce mémoire. Une adaptation de cette
méthode, appelée Méthode des Eléments Spectraux (SEM), est cependant utilisée uni-
guement a la section 4.3.1. Il s'agit d'une formulation avec des fonctions de forme de
haut degré et une régle d'intégration aux nceuds, adaptée a la dynamique explicite. Pour
référence, on peut consulter I'ouvrage [17].

L'approche FEM, dans le cas des guides d'ondes, souffre de deux défauts principaux.
Tout d'abord, elle ne peut traiter que des milieux nis, tandis que les guides d'ondes sont
souvent suf samment longs par rapport a leur section pour qu'il soit intéressant de les
modéliser par un milieu in ni. L'autre probléme est celui du colt numérique : la FEM
nécessitant un maillage complet de toute la structure, le nombre de DDL nécessaires peut
étre de l'ordre de plusieurs millions pour certaines applications comme la voie ferrée.

Une alternative fréquente a la FEM est la méthode des Eléments de Frontiére (BEM).
L'avantage par rapport a la FEM est qu'elle permet de ne mailler que la surface externe du
domaine, limitant donc le nombre de DDL du probléme.

Une fois la surface externe maillée, la BEM consiste a remplacer dans I'équation (2.1)
les fonctions de forme polynomiales arbitraires de la FEM par des fonctions solutions des
équations de propagation d'onde, pour une excitation ponctuelle sur chacun des points
de la surface. Dans le cas de forces ponctuelles sur l'interface, ces solutions sont connues
analytiguement dans le domaine fréquentiel sous la forme de fonctions de Green.

La BEM est également basée sur une formulation faible, mais Iégerement différente
de I'équation (2.3). Elle est connue dans la littérature sous le nom de relation de réciprocité
de Betti[18, 19]. Aprés des manipulations qui ne seront pas détaillées ici, on obtient un
systéme matriciel similaire a I'équation (2.5).

La différence principale est que la BEM s'exprime majoritairement dans le domaine
fréquentiel, contrairement a la FEM qui s'applique aussi bien en temporel qu'en fréquentiel.
D'autre part, la BEM permet d'obtenir un systéme matriciel de taille plus faible, mais qui
est plein. Le gain numérique n'est donc souvent justi é que pour des milieux ouverts.

Pour des applications industrielles de guides d'onde, la FEM ou la BEM sont souvent
trop colteuses pour étre utilisées brutalement de cette maniere. L'alternative est donc
d'introduire des stratégies particuliéres de résolution qui tirent prot des topologies
particuliéres de ces structures (invariance par translation ou périodicité), en exprimant le
probléme sous forme de combinaison d'ondes grace a la théorie de Fourier.

Structures invariantes ou périodiques par translation

A n de réduire le colt numérique et de pouvoir accéder a I'étude de milieux in nis,
on fait maintenant le choix de considérer des guides d'ondes périodiques ou possédant
une invariance par translation.

Pour une structure invariante par translation, le modéle le plus simple consiste a
prendre I'nypothése 1D, comme sur la gauche de la gure 2.1). Dans ce cas, on recherche
des solutions u(t, x) du probleme sous la forme d'une combinaison d'ondes planes telle

que 7 7

u(tx) = U (w, K e " dkdw , (2.6)
4p? R R

aveck le nombre d'onde, w la pulsation et U(w, k) I'amplitude de l'onde plane d(kx*wt),

On reconnaitra la dé nition de la transformée de Fourier dans le domaine de I'espace (en

k) et du temps (en w). Cependant, ce modele est limité a des géométries trés simples, et ne

permet pas d'accéder a des variations dans la section du guide d'ondes.



42 Chapitre 2. Méthodes numériques pour I'étude des guides d'ondes

Guide d'onde
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cellule 3D

FIGURE 2.1 — Dimensionnalité des modéles numériques pour les guides d'ondes

Toujours en conservant I'hypothése d'invariance par translation suivant iy, a la fois
de la géométrie et des propriétés, on peut augmenter la dimensionnalité ajoutant une
dépendance a la section dans I'équation (2.6), comme illustré au milieu de la gure 2.1.
On obtient une représentation de la solution sous la forme

Z Z

u(t,x) = — Uj(w, k,y, 2) " dkdw . (2.7)
4p?2 R !
En injectant cette expression dans I'équation du mouvement, il est ensuite possible de
discrétiser la section par des méthodes numériques du type FEM [20, 21] et d'obtenir un
systeme matriciel. Cette méthode, connue sous le nom de SAFE Semi-Analytical Finite
Element}, ou méthode 2.5D, permet donc d'accéder a des structures in nies, tout en
autorisant une variation des champs a calculer dans la section. La dimension du probléme
peut encore étre réduite dans le cas d'un guide d'ondes axisymétrique, auquel cas on peut
mailler uniqguement un rayon de la section [22].

Les applications de cette méthode sont variées. Par exemple, Loveday [20] I'a utilisée
pour étudier la propagation des ondes dans un rail soumis a une force verticale, Marzani
et al. [22] pour la prédiction de I'amortissement dans des poutres bétonnées et Bouchoucha
et al. [23] pour l'estimation de I'in uence de la variation de température sur la propagation
d'onde.

Le désavantage principal de la méthode SAFE est qu'elle ne peut pas tenir compte des
variations longitudinales de géométrie ou des propriétés matériaux de la section, a part en
couplant différentes sections. Par exemple, Gallezot et al. [24] ont couplé cette méthode
avec une portion du guide d'onde contenant un défaut par la FEM a n de modéliser le
contrdle non destructif d'un guide d'onde.

En n, si la structure n'est pas invariante par translation, mais conserve une périodicité,
il demeure possible de réduire le probléeme a une cellule périodique, grace a la théorie de
Bloch-Floquet, comme montré a droite de la gure 2.1. Il peut s'agir de métamatériaux
construits a n d'atteindre des comportements non standard pour des matériaux classiques
(voir section 2.3.1), ou bien de structures périodiques suite a des procédés industriels
(comme la voie ferrée par exemple).

La théorie de Bloch-Floquet peut étre vue comme le pendant discret en espace de la
théorie de Fourier classique. En écrivant n'importe quel point X de la structure en fonction
d'un point x de la cellule périodique de référence par une translation de n cellules de taille
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Xg sous la forme
X = X+ nXpiy , (2.8)

on écrit le pendant de I'équation (2.7) sous la forme

Z Z

u(t,x) = U (w, k,x)dknot wh gidw | (2.9)
0

4p?
Plus de détails sur cette expression seront donnés a la section 3.3.2.

Avec ce modéle 3D périodique, la dimensionnalité du probléme peut étre drastique-
ment réduite si le nombre de cellules a considérer est grand. Cependant, si le nombre de
DDL a l'intérieur d'une cellule reste élevé, cette méthode n'est plus suf sante pour obtenir
des résultats dans un temps raisonnable. La section 2.1.3 traite ces questions plus en détail.

Méthodes de calcul pour les guides d'ondes périodiques

Pour I'étude des guides d'ondes périodiques, la méthode la plus utilisée dans la
littérature est la WFEM ( Wave Finite Element Methdd25-28]. Elle consiste a rechercher des
solutions spatialement périodiques en k a un certain nombre de fréquences données w; .

La premiére étape de la WFEM consiste a supprimer les DDL intérieurs a une cellule
grace une formule de condensation dynamique [25], ce qui revient a les exprimer comme
combinaison linéaire des DDL d'interface. Ensuite, pour un W; Xé, on peut construire
une matrice de transferfS] qui relie les déplacements g- et les forces d'interface ft
entre les cellules W, et W,+ 1, a ceux de l'interface suivante.

swy o= G (2.10)
Ty fres '

Cette matrice de transfert est directement accessible a partir de la matrice de rigidité
dynamique [Z] = [K] w?[M]du probléme. Les ondes libres se propageant d'une cellule
a l'autre sont alors solutions du probleme aux valeurs propres (I (w;), yi(w;) )

[S] y; =1;y; . (2.11)

On notera que les valeurs propres recherchées ici sont complexesl ¢ 2 C. Sijl j = 1, Il
s'agit d'une onde purement propagative de pulsation w; et de nombre d'onde ki (w;) tel

quel j(wo) = e 2inki(W) | Cette onde se propage dans le sens positif silm qugT fb >

0 (ou % est le vecteur complexe conjugué de g- ), et dans le sens négatif sinon. Si
jl ' < 1, il s'agit d'une onde qui se propage en s'atténuant d'autant plus vite que cette
norme est faible. L'onde conjuguée a ﬁ se propage dans le sens opposeé.

Une des motivations principales de cette méthode est la facilité du calcul de transfert
enn cellules. En injectant N fois I'équation (2.10) dans elle-mé&me, on obtient

N L L
S(w;) ?;g = ?:L:z . (2.12)

Ainsi, en diagonalisant la matrice [S] sur la base des modes calculés, on peut accéder a
trés faible codt numérique a [S]" et calculer directement ce transfert entre N cellules. En
exprimant la solution recherchée comme combinaison linéaire de ces modes, Duhamel et
Mencik ont montré [25] comment construire I'équation matricielle et la résoudre.

Calculer les modes de [S] pour tout w peut rester colteux. Pour cela, il est intéressant
de considérer une base réduite en ne sélectionnant qu'un certain nombre de ces ondes. Une
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solution consiste a inclure uniquement les ondes purement propagatives ou faiblement
atténuées, c'est a dire telles quejl ;) > 1 # Cependant, cette sélection peut étre délicate,
et nécessite un contrdle d'erreur a posteriorpour s'assurer qu'un nombre suf sant d'ondes

a été pris en compte [26].

Une autre approche, équivalente, prend le paradigme inverse et cherche des solutions
périodiques en espace plutbt que celles périodiques en temps de la WFEM. C'est I'approche
classique en symétrie cyclique, mais elle est moins utilisée pour les guides d'onde in nis.
A partir des solutions périodiques calculées dans une phase d'apprentissage, il est possible
de construire une base de Ritz permettant d'obtenir un modéle de forme classique, mais
possédant moins de degrés de liberté. L'équipe qui a accueilli ces travaux de thése a
développé cette approche pour les turbomachines [29], puis pour les voies [12, 14]. Une
approche trés similaire, dénommée Bloch wave reductigra été proposée par [30] sans
proposer comme ici une justi cation de la troncature par un objectif de représentation de
base modale dans une gamme de fréquence choisie, paramétrée en nombre d'onde.

Cette derniére méthode a été retenue pour ces travaux de thése et est traitée en détail
au chapitre 3.

Etude des guides d'onde ouverts

Pour l'instant, I'étude bibliographique s'est concentrée sur les guides fermésc'est-a-dire
les guides d'ondes dont les ondes guidées n'interagissent pas avec le milieu environnant.
Par opposition, les ondes guidées des guidesouvertspeuvent interagir avec des ondes non
guidées du volume environnant. C'est notamment le cas pour les guides d'ondes enfouis
dans le sol, ou plongés dans un liquide.

Les ondes générées a l'intérieur d'un guide ouvert peuvent donc rayonner a I'in ni.
Ainsi, si cette perte d'énergie n'est pas négligeable, il convient de réaliser un traitement
particulier pour les interfaces du modeéle, qui doivent véri er le critere de Sommerfeld.
Formellement, cette condition s'écrit pour tout champ rayonnant u d'une source située en
x=0

R

jXj!ml¥ ﬂjxj(x) iku(x) =0. (2.13)

Représentation de milieux in ni par couplage FEM-BEM ou FEM-PML

Deux approches numériques principales sont rencontrées dans la littérature pour
traiter les milieux in nis. La premiére, comme illustrée & gauche de la gure 2.2, consiste a
mettre a pro tla BEM et ses fonctions analytiques exactes pour représenter le rayonnement.
Les éléments BEM in nis obtenus suivant la méthode décrite a la section 2.1.1 sont couplés
avec les éléments FEM. Cette stratégie a été utilisée par de nombreux auteurs [31-36],
cependant une étude bibliographigue montre que son usage semble diminuer. La raison
peut étre trouvée dans la dif culté du couplage FEM-BEM au sein d'un modéle 2.5D ou
périodique car elle nécessite souvent des régularisations [37]. Une autre limitation d'ordre
industriel est le fait que la BEM a une formulation radicalement différente de la FEM, et
n'est pas souvent incluse dans les codes commerciaux, ce qui peut dissuader les bureaux
d'étude de l'utiliser.

L'autre approche, illustrée a droite de la gure 2.2, consiste a coupler la zone discrétisée
par la FEM avec des éléments absorbants dits PML Perfectly Matched LaygrUn gradient
de propriété est introduit dans le milieu PML et réglé a n de permettre, dans le cas idéal,
d'absorber toutes les ondes entrantes d'ou le quali catif perfectly et ainsi de simuler le
rayonnement a I'in ni. L'utilisation d'un gradient permet d'assurer une continuité des
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Guide d'onde ouvert

— .

FEM/BEM FEM/PML

BEM PML
FEM FEM

FIGURE 2.2 — Modélisation des guides d'ondes ouverts

propriétés matériaux a l'interface FEM-PML et d'éviter les ré exions a cette interface FEM-
PML. En pratique, I'absorption n'est jamais parfaite, entre autres du fait de la discrétisation.
C'est pourquoi le terme plus générique de couches absorbantest utilisé par la suite,
notamment au chapitre 5 qui reprend en détail ces considérations.

L'avantage de ces couches absorbantes est qu'elles peuvent étre formulées dans dif-
férentes méthodes dont la FEM et le couplage est donc facilité. De plus, il existe des
formulations dans le domaine temporel et fréquentiel, alors que la BEM est essentielle-
ment limitée a des calculs fréquentiels. Ces raisons, ainsi que son succés dans le monde
académique a en juger par le nombre important de publications récentes, justi ent le choix
de cette stratégie pour cette thése. Quelques articles analysés au cours de cette thése sont
donnés ici pour référénce bibliographique [13, 21, 38-40] et seront repris au chapitre 5.

Le probléme le plus récurrent avec la méthode FEM-PML est le réglage des éléments
absorbants. Il existe des travaux analytiques pour des milieux homogenes [41], cependant,
pour des milieux hétérogénes, il n‘existe plus de loi analytique. En effet, Meza-Fajardo
et Papageorgiou [42] ont démontré que ce choix classique de PML n'est pas asymptoti-
guement stable et proposent une autre stratégie, nommée M-PML, dans laquelle les trois
directions de I'espace sont systématiquement atténuées. Le choix d'atténuer les directions
transverses de 10% est réalisé et recule de beaucoup I'apparition de l'instabilité.

Une variante de la méthode M-PML a été développée pour ces travaux de thése et est
présentée au chapitre 5.

2.2.2 Reéduction de modele pour les milieux ouverts

Concernant la méthode FEM-BEM, il existe peu de travaux proposant une réduction
de modele. Les travaux de Kergoulay et al. [43] proposent une réduction de modéle basée
sur la projection dans une base modale dans le milieu FEM. Cependant, le cot numérique
de la BEM reste important. En effet, Ryckelynk et al. [44] remarquent que la majorité du
colt de la BEM vient de la phase de construction des matrices du probléme, et non pas de
leur résolution. Pour cela, ils proposent une méthode dite d' hyper-réductiordans laquelle
le nombre de fonctions de Green est également diminué. Un processus itératif est mis en
place, ou une base de réduction peu colteuse est enrichie peu a peu jusqu'a atteindre la
précision requise.

Concernant le couplage FEM-PML, étant donné que les couches absorbantes ne sont
rien de plus que des éléments FEM avec une loi de comportement modi ée, les méthodes
classiques de réduction telles que la projection sur une base modale ou la méthode de
Craig-Bampton peuvent encore étre appliquées [45, 46]. Cependant, le milieu ctif étant
dissipatif, il conduit & une formulation matricielle non symétrique et génere de fortes
densités modales en basse fréquence. Les stratégies classiques de troncature de base de
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modes ne peuvent donc étre appliquées de facon directe comme détaillé au chapitre 3.
Gallezot et al. [38] proposent de séparer les modes d'un milieu FEM-PML en trois

catégories :

— des modes classiques, dont le déplacement est nul dans les couches absorbantes;

— des modes de « fuite », dont le déplacement est non nul dans le milieu FEM et

absorbant;
— des modes des couches absorbantes, trés oscillants, dont le déplacement est nul dans
le milieu FEM.

Lors de la réduction de modéle, les auteurs notent que les modes de fuite ne sont pas
suf sants pour représenter correctement le comportement rayonnant du modele, et ainsi
gue le sous-espace de réduction doit &tre enrichi par un nombre conséquent de modes
de couche absorbante (300 pour 30 modes de fuite pour [47]). Pour I'exemple traité d'un
guide d'onde ouvert axisymétrique, supposé élastique, le diagramme de dispersion a la
forme présentée a la gure 2.3. Les axes de la gure représentent le nombre d'onde k dans
le plan complexe, normalisé par d, la coordonnée de l'interface FEM-PML. c_ est la vitesse
de I'onde de pression et cg celle de I'onde de cisaillement. Analytiguement, les modes de
PML suivent les deux hyperboles tracées en pointillés, avec des marqueurs de couleurs
différents pour différents réglages. Cependant, a cause de la discrétisation, ils se séparent
en fourche. L'accumulation de modes proche de I'axe réel indique le besoin de représenter
une grande variété de longueurs d'onde dans la PML qui doivent étre conservées.

FIGURE 2.3 — Modes de PML pour le cas d'un guide d'onde ouvert axisymétrique (tiré de
[38])

On note que des extensions a des géométries complexes en élastodynamique avec un
plus grand nombre de type d'ondes ne semble pas triviale.

Guides d'ondes hétérogenes

Maintenant que les méthodes numériques pour la propagation d'ondes dans les
guides d'ondes ont été abordées, il est intéressant de présenter quelques spéci cités
du comportement des guides d'ondes architecturés ou hétérogénes. Une des propriétés
majeures est l'apparition de bandgapsc'est-a-dire des bandes de fréquences ou les ondes
ne peuvent plus se propager.

Matériaux architecturés périodiques

Les matériaux architecturés (ou métamatériaux) sont des matériaux fabriqués selon
un processus industriel bien spéci que a n d'obtenir des propriétés physiques qui ne
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seraient pas atteignables aisément avec des matériaux standards. La terminologiematériau
est discutable dans la mesure ou il n'y a souvent pas séparation d'échelle entre la structure
compléte et la taille de la cellule architecturée. Un exemple standard est présenté a la gure
2.4 : il consiste en un milieu constitué d'une matrice (ici en gris), dans laquelle est inclus
périodiquement un résonateur (en noir), qui est une sphére d'un autre matériau. La matrice
et le résonateur sont en général reliés par un matériau trés souple tel qu'un élastomere. De
nombreuses variantes plus ou moins complexes existent suivant les applications [48-52].
En général, ces problémes peuvent étre traités ef cacement grace aux méthodes de calcul
des guides d'ondes détaillés en section 2.1.3.

FIGURE 2.4 — Schéma d'un métamatériau avec inclusion périodique (adapté de [48])

Pour représenter la propagation d'ondes, les auteurs ont souvent recours a un dia-
gramme de dispersion : on trace I'évolution des fréquences f des ondes guidées dans la
structure en fonction du nombre d'onde k. Dans I'exemple de la gure 2.4, sans l'inclusion,
on aurait la propagation de deux types d'ondes : I'onde longitudinale de vitesse cp, etles
ondes transversales de vitesse plus faiblecs. L'ajout des résonateurs modi e nhotablement
ce comportement. Les résultats sont présentés ala gure 2.5. Dans cette gure uniqguement,

la fréquence W = ZCf—P" a été normalisée en fonction de la taille de la cellule L ainsi que le
nombre d'onde % suivant la direction de propagation (ici i;). On observe deux bandes
de fréquence grisées ou aucune onde (longitudinale en bleu plein, transversale en tirets
noirs) n'est propagative, c'est-a-dire que K, est imaginaire pur. Cette bande interdite est
souvent appelée bandgapans la littérature. Il peut exister aussi des bandes interdites pour
un seul type d'onde : par exemple pour W2 [0.42 0.59il y a une bande interdite pour les
ondes transverses uniguement.
Ces bandes interdites peuvent étre de deux types.

— Labande de Bragg, ou repliement (aliasing de Bragg, commence lorsque la partie
réelle de k atteint 0 ou ®. Ce nombre d'onde particulier peut étre relié a la fréquence
de Shannon & qui apparait lors de I'échantillonnage d'un signal temporel avec un
pas de dt. La discrétisation étant physique, le repliement di a la taille xq de la cellule
est inévitable, contrairement au cas de signaux continus pour lesquels le repliement
décrit par Shannon dépend d'un choix de pas de temps. A la n de la bande de
Bragg, la partie réelle recommence a évoluer en partant du méme nombre avec une
pente de méme module [48].

— La bande interdite de mode local , se caractérise par une annulation de la pente
du diagramme de dispersion a une fréquence donnée (par exemple W = 0.185a
la gure 2.5). Ainsi, la vitesse de propagation de I'onde s'annule, ce qui fait que
I'énergie reste localisée dans une position de I'espace, d'ou le nom de mode (ou de
résonateur) local. Aprés le bandgap de mode local, le nombre d'onde fait un saut de
p dans l'espace des phases et repart donc apres une discontinuité avec une pente
différente (icia W= 0.205).

Lorsque I'on se trouve sur une bande de fréquences avec absence de bandgap, il est
parfois possible de trouver un matériau homogeéne équivalent. Travailler alors sur le
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FIGURE 2.5 — Diagramme de dispersion d'un méta-matériau avec inclusion (adapté de
[48])

matériau ainsi homogénéisé peut simpli er son étude [53].
Ce diagramme peut étre mis en paralléle avec les discussions déja faites a la section
1.2.2 dans le cas de la voie ferrée.

Milieux fortement hétérogenes ou aléatoires

Parfois, la structure étudiée posséde une hétérogénéité qui rend impossible sa des-
cription sous la forme d'un milieu périodique. C'est le cas du sol terrestre ou de certains
matériaux a I'échelle atomique par exemple. L'étude de tels milieux est toujours un pro-
bléme ouvert, méme si des comportements physiques similaires apparaissent. Dés 1958,
Anderson [54] propose une explication a I'absence de transport de I'énergie ondulatoire a
travers un milieu aléatoire, communément appelée localisation d'’AndersonDans un milieu
aléatoire, les bandgaps présentés précédemment peuvent apparaitre a des fréquences trés
variées. Pour certains matériaux, ces bandgaps peuvent s'additionner et former un écran
pour une bande de fréquence assez large. Dans d'autres cas, il peut ne pas y avoir de
localisation du tout [55].

L'étude numérique de tels milieux peut s'avérer trés délicate, car les méthodes numé-
riqgues a mettre en place peuvent étre chéres et dif ciles, tout comme l'interprétation des
résultats. On a donc souvent recours a des méthodes stochastiques. En connaissant les
propriétés stochastiques du milieu (moyenne, écart-type, corrélation...), il est possible de
générer ef cacement une réalisation possible du milieu aléatoire grace a des méthodes
numeériques telles que la méthode spectrale proposée par Shinozuka et Deodatis [56].
Ensuite, la stratégie la plus directe (mais pas nécessairement la plus ef cace) consiste a
simuler un certain nombre de ses tirages, voire a réaliser des statistiques par des méthodes
de Monte-Carlo [57]. Ces méthodes sont utilisées dans des domaines tels que la prédiction
de risques sismiques en géophysique, mais requiérent souvent de trés gros moyens de
calcul [13, 58, 59].

Comme pour les matériaux architecturés, des travaux d’homogénéisation ont été
menés [60-62]. Si une étude analytique est possible pour un milieu aléatoire qui ne dépend
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gue d'une direction de l'espace [63], elle semble dif cile dans le cas le plus général.

La voie ferrée comme un guide d'ondes

La structure particuliére de la voie ferrée, introduite a la section 1.1, fait qu'elle peut
étre considérée comme un guide d'onde suivant I'axe des rails.

C'est, de plus, un guide ouvert car une grande partie de I'énergie générée par le
passage du train est rayonnée dans le sol. En n, c'est un guide d'onde hétérogene car
certaines parties de sa structure, en particulier le ballast, ont des propriétés uctuantes et
souvent mal maitrisées.

Méme s'il a été vu a la section 1.1 que les modéles numériques de la voie ferrée dans
leur ensemble sont aujourd'hui peu démocratisés dans l'industrie, il existe une littérature
scienti que assez fournie a ce sujet, qui est résumée dans cette section.

Le probléme du colt numérique

Sil'on veut représenter la voie ferrée avec une précision raisonnable a l'aide d'éléments
volumiques, il est nécessaire d'avoir des éléments d'une taille inférieure a 0.1 m, sachant
que les longueurs d'ondes les plus faibles dans la voie jusqu'a 100 Hz sont de 'ordre de
1m. Sil'on veut alors représenter le passage d'un train en supprimant les effets de bord,
il convient de considérer une portion de voie d'au moins 100m, qu'un train classique
roulant a 160 km/h traversera en 2.25s, ou qu'un TGV roulant a 300 km/h en 1.2s. Avec
ces caractéristiques, on obtient un systéme de l'ordre de plusieurs millions de degrés de
liberté qui ne peut pas étre résolu par la méthode FEM classique sans un codt de calcul
conséquent. A titre d'exemple extréme, Abreu Corréa et al. [13] ont utilisé une méthode
SEM sans réduction avec un maillage de I'ordre de plusieurs millions de DDL pour 38m de
voie, résolu avec un super-calculateur pouvant aller jusqu'a 10 000 coeurs. Une simulation
de passage de train prenait de l'ordre d'une semaine. Méme avec un maillage trés grossier
de la voie, de la taille de 1m, et un maillage BEM moins co(teux pour le sol, [64] note
guand méme des calculs de I'ordre de 44h sur un ordinateur plus standard.

En dehors de ces applications ambitieuses, la plupart des modéles proposés dans la
littérature mettent en application I'une des méthodes présentées en 2.1.3 pour réduire le
colt numérique.

La gure 2.6a illustre les modéles 2.5D/SAFE utilisés par certains auteurs [33, 37, 65].
Ce type de modélisation est le plus ef cace en terme de colt numérique, mais présente
I'inconvénient majeur de devoir homogénéiser la voie suivant son axe. En particulier, le
caractére discontinu de I'appui sur les traverses ne peut étre pris en compte que partielle-
ment, en appliqguant un chargement périodique de la gure 1.13. Cette approximation peut
étre suf sante si l'on s'intéresse au rayonnement en champ lointain des ondes générées au
passage de véhicules, mais ce n'est pas le cas si I'on cherche a dimensionner les différents
constituants de la voie.

Pour tenir compte de I'appui discontinu des traverses tout en conservant un codt de
calcul raisonnable, les modeles 3D périodiques tels que ceux illustrés aux gures 2.6b et
2.6¢ sont privilégiés. En tirant parti des propriétés de la transformée de Bloch-Floquet, il
possible de considérer une série de problémes a nombre d'onde variable réduits a une
cellule [66]. Cependant, si le nombre de DDL a l'intérieur d'une tranche est important, les
colts de calcul sont peu compatibles avec les exigences d'un bureau d'études. Germonpré
et al. [40] appliquent la WFEM dans un modéle périodique FEM-PML de la voie. Ces deux
formulations sont fondamentalement fréquentielles et le couplage avec des modeles de
véhicule est donc compliqué.
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Au contraire, le logiciel Dynavoie [12, 14, 67] propose une formulation temporelle
basée sur une réduction qui sera détaillée au chapitre 3.

(a) Modele 2.5D (b) Modéle périodique (c) Modéle périodique
FEM-BEM [37] FEM-BEM [66] FEM-PML [40]

FIGURE 2.6 — Exemples de modeles éléments nis de la voie ferrée

Rayonnement dans le sol des ondes émises par la voie

Si I'on considére une portion nie de voie, les ondes mécaniques se re eteront né-
cessairement sur les frontiéres du modele, brisant le principe de rayonnement a I'in ni
de Sommerfeld. Cependant, si le modéle est suf samment grand pour que les ondes
n'atteignent pas les bords du modele sur le temps modélisé, cette limitation ne s'applique
pas. Pour le cas de la voie ferrée, les cas d'étude tels que le passage d'un train ont un
temps caractéristique de 2 s. Comme les ondes dans le sol, les plus lentes, ont une vitesse
de propagation de I'ordre de 100 m/s, ceci reviendrait a modéliser au moins 200m de sol
autour de la voie, ce qui n'est pas envisageable si I'on veut conserver un temps de calcul
raisonnable.

Comme cela a été présenté pour les guides d'ondes en général a la section 2.2.1, le
couplage FEM-BEM ou FEM-PML est également utilisé pour modéliser la voie ferrée dans
la littérature. Beaucoup d'applications FEM-BEM sont a recenser jusque dans les années
2010 [33, 66, 68-71]. Cependant, cette méthode possede la limitation d'étre uniqguement
fréquentielle donc dif cilement compatible avec des études de passage de véhicule et les
non linéarités temporelles qui y sont liees.

Concernant les couches absorbantes, méme si cette méthode est utilisée dans cer-
tains domaines depuis 1994 [72], I'application aux voies ferrées est tres récente et peu
nombreuse [13, 39, 40]. Cette implémentation posséde cependant I'avantage d'étre plus
facilement couplée a un code FEM, et de posséder des formulations temporelles [13]
comme fréquentielles [40].

Prise en compte de I'hétérogénéité du ballast

La trés grande majorité des travaux sur la voie ferrée la modélisent comme un milieu
homogéne. La raison principale en est la simplicité d'implémentation et de I'exploitation
des résultats qui en découlent. Si cette hypothése semble raisonnable pour le rail ou les
traverses, elle est davantage discutable pour le sol et surtout pour le milieu granulaire
gu'est le ballast. Ce probléme n'est souvent méme pas évoqué.

Sil'on ne s'intéresse gu'aux résultats en champ lointain, la granularité du ballast (dont
les grains sont de l'ordre de 3,5 & 5 cm sur une couche de 30cm) peut sembler négligeable,
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sachant que les longueurs d'ondes a basse fréguences sont de plusieurs dizaines de métres.
Cependant, il est possible gu'en faisant cette homogénéisation, on néglige des couplages
de direction dans la transmission d'effort a l'intérieur de la couche de ballast conduisant a
une mauvaise représentation de la dispersion des ondes. Certains auteurs ont cherché a
enrichir les lois de comportement pour le ballast et la plateforme, avec de la viscoélasticité
ou de la plasticité [5, 73]. Cependant, ces lois ajoutent une forme d'amortissement qui est
physiquement différente de la dispersion dans le ballast.

Une autre approche consiste a considérer une incertitude sur les paramétres matériaux
du ballast par des variables aléatoires. Comme détaillé par Ghanem et Spanos [57], une
décomposition de type Karhunen-Loeve sur les champs aléatoires permet d'obtenir une
formulation similaire a celle de la FEM classique, appelée SFEM (Stochastic Finite Element
Method), basée sur des chaos polynomiaux a la place des polynémes classiques. Cette
approche a été traitée par Rhayma et al. [74] pour estimer des intervalles de con ance utiles
pour la maintenance des voies ferrées. Cette stratégie ne traite donc que des matériaux
homogénes aux propriétés méconnues et masque le probléme physique de I'hétérogénéité
derriére des intervalles de con ance.

Dans la littérature, la méthode principale pour traiter I'hétérogéniété du ballast est la
méthode des éléments discrets (DEM). Elle consiste & modéliser chaque grain séparément,
ainsi que les interactions entre eux (contact, frottement, impact...) [75, 76]. Cette méthode
donne des résultats concluants pour le processus de bourrage par exemple (voir gure
2.7), mais les modélisations restent limitées a une faible portion de ballast a cause du co(t
numeérique. Le couplage avec un modéle FEM des autres constituants de la voie semble
innacessible en pratique pour l'instant.

(a) Grains de ballast numeérisés [77] (b) Modéle DEM [77]

FIGURE 2.7 — Exemple de modéle DEM pour simuler le processus de bourrage

Une approche récente, portée par Abreu Corréa et al. [13], a été inspirée des travaux
dans le domaine géotechnique évoqués a la section 2.3.2. Elle consiste a modéliser d'abord
un champ aléatoire 3D continu puis a extraire par un tirage une carte de propriétés
a affecter au modéle. Cette répartition qui n'aurait pas pu étre obtenue avec une loi
de comportement déterministe reste compatible avec n'importe quel solveur FEM. Les
propriétés du champ aléatoire ont été recalées en statique pour obtenir des distributions
de contrainte tres semblables a celles obtenues avec un modéle DEM.

Ces travaux ont permis d'exhiber une localisation des ondes mécaniques dans le ballast
pour les moyennes fréquences, comme montré a la gure 2.8. Cependant, ce travail n'a
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été réalisé que sur un modéle simpli é de la voie ferrée, ne comprenant ni le rail ni les
semelles, et posséde un codt de calcul rédhibitoire pour des applications d'ingénierie.

(a) Faible vitesse de train (rayonnement) (b) Haute vitesse de train (localisation)

FIGURE 2.8 — Déplacement vertical de la voie entre deux simulations de passage de train
dans un modeéle avec ballast aléatoire pour deux vitesses de charge mobile (tiré de [13])

Synthese partielle

Les guides d'ondes sont des structures possédant souvent des propriétés géométriques
particulieres permettant de supposer l'invariance par translation ou la périodicité. Il est
ainsi possible de réduire la dimensionnalité d'un modéle FEM de la structure grace a des
outils analytiques tels que la transformée de Fourier ou de Bloch-Floquet (voir gure 2.1),
conduisant a des méthodes numériques telle que la SEM ou les cellules de Bloch.

Cependant, dans le cas des milieux périodiques, si la taille de la cellule demeure
importante, il est nécessaire de mettre en ceuvre une méthode de réduction de modéle.
C'est le cas pour I'exemple de la voie ferrée traité dans ces travaux. Vis-a-vis des objectifs
qui ont motivés cette these, la stratégie choisie pour la suite, appellée BWR par [30], consiste
a calculer des solutions spatialement périodiques [12, 29]. Bien que moins classique que
la méthode de réduction associée a la WFEM [26], celle-ci est préférée a n de permettre
des calculs temporels couplés a des modeéles simpli és de véhicule, tout en véri ant
les objectifs de rapidité de calcul. Le raf nement et la validation de cette méthode de
réduction sont I'objet du chapitre 3.

Les guides d'ondes ouverts, rayonnant dans un milieu extérieur, présentent un intérét
spéci que. Deux types de méthodes, illustrés en gure 2.2, sont utilisées pour représenter
le rayonnement. La premiere, plus ancienne, consiste a coupler le modele FEM du guide
d'onde avec un modéle BEM du milieu environnant. L'autre approche consiste a ajouter
des éléments absorbants appelés PML a la frontiére du modéle, grace a un milieu a
gradient aux propriétés optimisées pour reproduire les effets du rayonnement. Ce procédé
est une extension directe de la FEM classique et donc compatible avec de hombreux
solveurs. Pour représenter le rayonnement dans le sol dans le contexte de simulations
temporelles, une formulation temporelle de milieux absorbants est proposée au chapitre 5
et son applicabilité a des voies ferrées est analysée.

En n, les guides d'ondes présentant des hétérogénéités spatiales présentent des com-
portements physiques particuliers tels que le bandgaple Bragg, les modes locaux ou la
localisation d'Anderson. Leur étude dans un cas général est toujours un sujet d'impor-
tance dans la littérature. Cependant, dans le domaine de la mécanique, I'étude des milieux
hétérogeénes est bien moins fournie que celle sur les milieux périodiques. Au chapitre 4,
le modéle de ballast hétérogene proposé par [13] est étudié a n d'évaluer les effets de
I'nétérogénéité sur la réponse de la voie.
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3.1 Introduction

Les stratégies de réduction sont loin d'étre un concept récent, car déja abordées par
la théorie variationnelle de Ritz dés 1908. Présentée sous la forme que l'on connait au-
jourd'hui et stabilisée pour le calcul numérique, la réduction par base modale est syn-
thétisée par Craig [78] en 1987. Les variantes modernes regroupées parmi les méthodes
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d'Intelligence Arti cielle se basent en n de compte sur les mémes ingrédients de base.
Comme synthétisé a la gure 3.1, on peut distinguer deux phases principales :

— une phase de construction du modéle réduit, souvent longue et réalisée a l'avance,
d'ou la dénomination off-linepar [79];

— une phase de calcul dans le modéle réduit, que I'on cherche la plus rapide possible
a n de pouvoir explorer un jeu de parameétres plus important, ou pour pouvoir
implémenter des algorithmes de contréle, appelée on-line

La phase off-linese déroule elle-méme en deux étapes distinctes.

— une phase d'apprentissageu I'on construit un sous-espace a partir de solutions de
référence, que I'on souhaite de dimension la plus faible possible tout en approchant
au mieux la solution recherchée;

— une phase de formatagedu modéle réduit a partir de I'espace d'apprentissage. A
l'issue de cette phase, on dispose en général d'une base de réduction qui dé nit un
nouveau systéme de coordonnées généralisées de taille plus réduite que le systéme

initial.
OFF-LINE ON-LINE
(Paramétres de référence
construction assemblage
/ v
[Cellule(s) de référence] [Modéle complet]
I I
apprentissage simulation
v
[Espace d'apprentissage] Résultats
I
formattage

(Base de réduction]—‘

FIGURE 3.1 — Construction off-lineet utilisation on-lined'un modéle réduit.

L'étude bibliographique concernant les guides d'ondes périodiques, en section 2.1.3,
a montré qu'il existe deux stratégies de réduction équivalentes : utiliser des modes pé-
riodiques en espace a fréquence xéew (WFEM), ou des modes périodiques en temps a
nombre d'onde xé k(BWR). La premiere est davantage documentée dans la littérature,
mais ne présente pas de stratégie claire pour la sélection des modes périodiques en espace.
C'est pourquoi ce chapitre va présenter en détail une méthode de stratégie basée sur des
modes périodiques en espace, car une troncature modale classique est alors applicable.

La méthode proposée s'inspire des travaux sur les milieux a périodicité cyclique
réalisée par Sternchiss et al. [29] puis a périodicité axiale par Arlaud et al. [12]. Elle est
similaire aux travaux de Boukadia et al. [30], publiés antérieurement a l'article réalisé
au cours de la thése [14], mais s'en distingue par deux aspects principaux :

— il est montré ici gu'une trés faible quantité de nombres d'onde est souvent suf -
sante pour obtenir un sous-espace d'apprentissage satisfaisant,
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— la simulation temporelle dans des structures nies ou in nies aprés réduction est
abordée.
Dans ces travaux de thése, un gain de I'ordre de 1000 par rapport a un modéle non
réduit est atteint, aussi bien en termes de temps de calcul que de stockage mémoire,
sur les cas d'application ferroviaires testés.

Ce chapitre débute par des préliminaires a propos de la méthode FEM en section
3.2, an de poser les notations et d'introduire les cas plus complexes des guides d'ondes
ouverts ou hétérogenes. La section 3.3 s'intéresse ensuite a la simulation dans des milieux
périodiques. La phase off-linede réduction multi-nombres d'onde est ensuite présentée a
la section 3.4. Une extension aux milieux périodiques nis est abordée a la section 3.5 avec
des précisions sur la simulation temporelle. En n, une application au cas de la voie ferrée
est présentée a la section 3.6.

Préliminaires sur la FEM

Méme si ces travaux de thése portent intégralement sur des méthodes numériques et
utilisent des équations matricielles, il est utile de rappeler le lien classique avec les équa-
tions dites fortesde la mécanique classique et les équations faibles associées. Cette section
a donc pour but de poser les notations utilisées dans les chapitres suivants, notamment
l'implémentation du couplage FEM-PML au chapitre 5. On y précise également ce que
I'on entend par structure hétérogénaotion qui sera réutilisée en détail au chapitre 4.

Equations fortes pour une structure hétérogéne

Dans ces travaux, on considére le probléme de I'élastodynamique tridimensionnel. La
plupart des considérations de ce chapitre sont généralisables a toute équation hyperbolique
du second ordre.

On se place dans le cadre de la mécanique des milieux continus et sous I'hypothése
des petits déplacements. Ainsi, on considérera dans un premier temps la structure hétéro-
geéne W comme étant dans son régime élastique linéaire, et aucune notion de fatigue ou
d'endommagement ne sera prise en compte. La gestion de I'amortissement sera détaillée a
la nde la sous-section 3.2.2. Les propriétés du matériau hétérogéne peuvent étre décrites
par 3 champsr (x), E(x) et n(x) correspondant respectivement & la masse volumique, au
module de Young et au coef cient de Poisson. A chaque point X de W est donc associée
une valeur qui peut étre constante, qui constitue le cas homogene, ou bien uctuante.
Dans tous les cas, on fait I'hypothése que les champs de propriétés sont indépendants du
temps.

Les équations du mouvement pour les déplacements u, les contraintess et les défor-
mations # pour tout temps t et tout point x 2 W, s'écrivent

FOOU(LX) = T s(tX) + F(tX), (3.1a)
s(t,x) = D(x) #, (3.1b)
#t,x) = % ru(t,x)+ru(t,x’ . (3.1c)

Il convient de préciser que les déplacements sont un champ vectoriel de R3, tandis que
les déformations et les contraintes sont des tenseurs d'ordre 2.

L'équation (3.1a)constitue I'équation d'équilibre dynamique entre les termes d'inertie
ru et les efforts internes.
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L'équation (3.1b), connue sous le nom de Loi de Hooke, postule une relation élastique
linéaire. Dans le cas le plus simple, isotrope, le tenseur d'élasticité D (d'ordre 3) s'écrit

2 P(x) P(x) 2mx) P(x) 2mx) O 0 0 3
P(x) 2mx) P(x) P(x) 2mx) O 0 0
D= §709 210 PO 21 P(Y n(ox) 0 0% @y
0 0 0 0 mx) O
0 0 0 0 0 mx)
ou le module de compression P s'écrit
_ Ex) (1 n(x))
PO @ n(o(T 2n() 33)
et le module de cisaillement m
. EX
mx) = A1+ n(x) (3.4)
On en déduit directement la vitesse des ondes de compression (ou onde primairg
S
cp(X) = r((:)), (3.5)
et celle des ondes de cisaillement (ouonde secondaire
s
_ mx)
cs(x) = AR (3.6)

Les valeurs des parametresr, P et mdoivent rester positives pour assurer que les vitesses
des ondes soient toujours réelles.

En n, I'équation (3.1c) est une équation cinématique reliant les déplacements u et les
déformations # sous I'hypothése des petites perturbations.

A ces équations, il convient d'ajouter des conditions limiteset des conditions initiales
Les conditions limites sur les frontieres W du domaine les plus simples sont la condition
libre (s n = 0 ou n est la normale sortante a W), ou encastrée @ = 0). Sur cette
frontiere peuvent également s'appliquer des forces externes, ponctuelles ou surfaciques.
Les conditions initiales s'expriment en général sur le déplacement u(0,x) et la vitesse
u(0,x) alinstant t = 0.

Discrétisation par la méthode des Eléments Finis

A n d'étre résolues numériqguement, les équations fortes (3.1)doivent étre discrétisées.
Pour cela, on choisit d'utiliser la FEM mais la suite de la réduction pourrait s'appliquer &
d'autres méthodes qui aboutissent a un systéme linéaire matriciel.

On commence par construire un maillage de la structure, c'est-a-dire un ensemble
d'éléments contenant un certain nombre n,.ge de nceuds, et un certain nombre de DDL.
Dans le cas classique tridimensionnel, il en existe 3 pour chaque nceud, correspondant
aux trois directions de lI'espace iy,iy,i; . Dans le cas général, on noteng,, le nombre de
DDL par nceud. Le maillage contient donc au total Npp. = Ngim Nnoge DDL, dont certains
peuvent étre nuls du fait de conditions aux limites.
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On considére ensuite un vecteur colonne de DDL, noté f q(t)g, de taille npp. 1
dépendant pour l'instant uniquement du temps. Pour un élément de référence e, on
choisit également un ensemble defonctions de forméNy(x)) dé nies sur . On note nge
le nombre de ces fonctions de forme. Ces fonctions de forme dépendent uniquement de
I'espace, et non du temps, et sont en général choisies polynomiales par morceaux par
simplicité. Le passage de I'élément de référencee a un élément quelconque edu maillage
se fait grace a la formule de changement de variable

z z
Ni(x)dx = Ni(x) I(x)dx , (3.7)
e &

ol Jest le jacobien (déterminant de la matrice jacobienne) de la transformation qui lie eet
&. Pour la plupart des maillages, cette transformation est suf samment réguliére pour
gue son calcul soit immédiat.

Donc, pour x un point physique appartenant a un élément e du maillage, que I'on
consideére sous la forme d'un vecteur f ge(t)g de ses DDL, la solution locale calculée par la
FEM s'écrit

fu(t’x)gndim 17 [N(X)]ndim NEFNdim fqe(t)gnFFndim 1> (3.8)
ou [N] est la matrice contenant les fonctions de forme répétéesngn, fois
3
N, 0O O Npee O O é
2
[N] = 20 0 0 . 0 !Zzag Ngim - (3.9)
0 0 N]_ O O Nn|:[: y

La continuité des fonctions de forme assure la continuité de la solution fug entre chaque
élément.

De la méme maniére, les déformations f #g s'écrivent a l'aide d'une matrice [B(X)]
contenant les dérivées des fonctions de forme (Ny)

f#(t,x)g = [B(x)]fae(t)g . (3.10)

Dans le cas 3D classique, le vecteuff #g a 6 composantes indépendantes, grace ala propriété
de symétrie du tenseur de déformation, conséquence de I'équation (3.1c) que I'on répartit
en général sous la forme du vecteur

fHg= #ha #y #e Ho Ha By | (3.11)

Contrairement aux déplacements f ug, les déformations f #g et les contraintesf sg ne sont
en général pas continues car les dérivées des fonctions de forme stockées dan$B] ne le
sont pas.

Pour réaliser le passage des équations ditesfortes(3.1) en un systeme matriciel d'in-
connue f qg, on passe par un intermédiaire de calcul, appelé formulation faible basé sur
le principe des travaux virtuels [80]. Il s'agit de considérer un champ de déplacement
quelconque u (donc non nécessairement égal a la solution exacteu), appelé champ virtuel.
On obtient I'équation intégrale suivante

z z z
r(x)i u dx r (D(x) #[u]) u dx f udx=0, (3.12)
w W w

ou la notation #[u] précise le fait que le tenseur#est calculé a partir du champ u.
Une intégration par parties permet de symétriser ce systéme sous la forme
4 z 4

r(x)u udx+  #u] D(x) #[u ]dx f udx=0. (3.13)
w W w
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Pour simpli er I'expression, on a intégré dans l'intégrale sur Wduterme f u les forces
surfaciques et ponctuelles (au sens des distributions) sur la frontiére W qui apparaissent
lors de l'intégration par partie.

Sil'on sépare les intégrales surW en une somme d'intégrales sur les élémentse, puis
en utilisant les équations (3.8) sur les champsu etu , et I'équation (3.10)sur les champs
#[u] et #[u ], on obtient un systeme matriciel sous la forme

Z
& fa(g’  r() [N NI de(t)gdx
e € 7
+ [BOOI [PO)IBEO]f ae(t) gdx
Z
[IN(X)]T[N(X)]f fe(t)gdx = 0. (3.14)

Pour évaluer les intégrales présentes dans I'équation (3.14) on a recours a une regle
de quadrature. Elle consiste a calculer une combinaison linéaire de la fonction a intégrer
en un faible nombre N de points (x,) de &, associés a des poidq py).

Z

. [IN()Jdx' & pn[N(Xn)] . (3.15)

La quadrature la plus courante est celle de Gauss, qui a I'avantage d'évaluer exactement
pour N points les polyndmes jusqu'a I'ordre 2N + 1[16], ce qui est en général le cas pour
les intégrandes de I'équation (3.14) Il est a noter que les points X, sont la plupart du
temps différents des nceuds du maillage. Au contraire, c'est le cas pour la quadrature de
Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) utilisée dans la SEM [17].

En utilisant la régle de quadrature (3.15) on peut donc réécrire les 3 intégrales de
I'équation (3.14) grace a des matrices élémentaires

— matrice de rigidité élémentaire

[Ke] = & pn () [B(Xn)]" [D ()] [B(Xn)] (3.16a)
— matrice de masse élémentaire
[Me] = é} PnI0Xn)r (Xn) [N (Xn)]" [N (Xn)] | (3.16b)
— matrice de position des forces externes
[be] = é} Pnd(xn) [N (xn)]" [N (%n)] - (3.16¢)

Avec les dé nitions (3.16a)a (3.16c) I'équation (3.14)peut ainsi se réécrire sous la
forme condensée

A (IMelfte(t)g+ [Kelfae(t)g  [be]f fe(t)g) = 0. (3.17)

En n, grace a un processus appelé assemblageon construit a partir des matrices
élémentaires[Kg] , [M ] et [be] des matrices globales de taille Npp, , en suivant la convention
d'ordre des DDL choisie dans le vecteur des DDL globaux f g(t)g. Ainsi, on obtient le
systéme sous la forme classique
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I [MIfd(t)g+ [K]fa(t)g = [b]f f(t)g . (3.18)

Dans la suite du mémoire, on considére directement I'équation (3.18)sans se référer aux
équations fortes (3.1). Il est possible de montrer [15] que lorsque la taille des éléments tend
vers 0, la solution f u(t,x)g obtenue comme solution de (3.18)converge vers la solution
u(t,x) de (3.1).

Prise en compte de I'amortissement.

Jusqu'a maintenant, la prise en compte de I'amortissement n'a pas été mentionnée.
Dans ce mémoire, lorsqu'il s'agira de calculs fréquentiels, un amortissement hystérétique
est considére, lie au modele fréquentiel de la viscoélasticité [81], ou un module de Young
complexe E = E(1+ ih) décrit la partie élastique avec le module de stockage E, et la
dissipation avec le facteur de perte h.

Cependant, ce modéle d'amortissement n'est pas compatible avec des calculs tempo-
rels. Dans ce cas, il a été montré [82] qu'un amortissement visqueux équivalent peut
étre construit en base modale a partir de la partie imaginaire de la matrice de rai-
deur complexe. Plus précisément, on recherche des estimateurs des fréquences modales

wE en cherchant les fréquences auxquelles s'annule la matrice de rigidité dynamique
[Z(w)]= w?[M]+ [K]. On construit ensuite la matrice d'amortissement équivalente [C]
terme a terme par la relation

Cj ——1=1Im K; . (3.19)

La matrice [C] ainsi assemblée s'ajoute alors au systemg3.18)comme un terme [C]f q(t)g
dans le membre de gauche de I'équation.

Calculs fréquentiels dans une structure périodique

Maintenant que ces préliminaires sur la FEM sont établis, cette section s'intéresse au
calcul de réponses forcées dans des structures périodiques. Tout d'abord, la notion de
périodicité retenue dans ces travaux est xée a la section 3.3.1 et sert pour la dé nition
des transformées de Fourier pour les milieux périodiques a la section 3.3.2. La section
3.3.3 illustre a travers un exemple simple des propriétés de la transformée discréte en
espace, a savoir le phénoméne de repliement et de fuite. S'ils sont bien connus pour
I'échantillonnage temporel, leur paralléle dans le domaine spatial est moins intuitif, mais
nécessaire a n de ne pas faire d'erreur d'interprétation des résultats.

Le probléme matriciel dans le domaine fréquentiel pour une structure périodique est
obtenu a la section 3.3.4. A n de diminuer le colt numérique, une méthode d'approxima-
tion modale est proposée a la section 3.3.5 a partir de modes calculés a nombre d'onde
Xé.

Dé nition d'un milieu périodique

On consideére une structure W comme un milieu périodiqussi elle est localement consti-
tuée d'un certain nombre (possiblement in ni) de répétitions d'une  cellule de référence
notée Wyp. Chacune des répétitions W, pour n 2 E de la cellule de référence sera sim-
plement appelée cellule Dans ces travaux, on se limite au cas axial ou toutes les cellules
W, se déduisent du motif W, par translation (voir gure 3.2), mais le raisonnement est
presque identique pour des structures a périodicité cyclique [29]. On remarque que dans
le cas axial, on peut toujours choisir I'axe de la périodicité comme étant I'axe (O,ix) d'un
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repére cartésien. Cette convention sera toujours véri ée par la suite. L'ensemble E peut
étre ici [0 N] avecN 2 N pour représenter une structure périodique nie, ou bien Z pour
représenter une structure in nie.

o E = W
iz iZ
Wo L. Wo Wil W | Wp | W L,
57 ix oX ix
(a) Cellule de référence. (b) Assemblage de 5 cellules périodiques E= [ 2 2]).

FIGURE 3.2 — Conventions pour la dé nition d'un milieu périodique axialement.

Tout point x de W appartient au moins a une cellule W,. En notant xq la taille suivant
ix de Wp, on peut écrire la relation suivante entre x 2 W et sa projection X dans Wy

X = X+ NXpiy. (3.20)

A cause de la structure périodique, il est important de noter que la face gauche (suivant
la convention de sens donnée pariy) de la cellule W+ 1 est égale a l'interface droite de la
cellule précédente W, sauf dans le cas d'un bord. Formellement, on peut noter

TWR = WL, ;. (3.21)

Transformées de Fourier pour les milieux périodiques

Pour réaliser des calculs fréquentiels dans ce milieu périodique, il convient de dé-
nir une transformée particuliére, nommée transformée de Bloch, de Floquet voire de
Bloch-Floquet suivant les communautés scienti ques. Dans ses travaux, elle est nommée
Transformée de Fourier Discréte en Esd@éd-E), par opposition a la Transformée de Fourier
en Temps (TFT) qui est ici continue du fait de I'utilisation d'équations différentielles en
temps.

Pour tout champ u(t, x) dépendant du temps t et de I'espacex, la TFT permet de passer
du domaine du temps t au domaine des fréquences f sous la forme classique

z
b(f,x)= Ru(t,x)eZip“dt. (3.22)

On pourra également utiliser indifferemment la pulsation w = 2p f. Le choix de normali-

sation fait ici conduit a une transformée inverse valant
Z

u(t,x) = Rt](f,x)e Ap ity f, (3.23)

La TFD-E permet quant a elle de passer du domaine de I'espacex a celui des nombres
d'onde k. La spéci cité des milieux périodiques fait qu'il sera plus commode d'utiliser  k,
un nombre d'onde normalisé en cellule 1, dé ni par la relation
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Xok Xo
= —= — 24
o = T (3.24)
ou | est la longueur d'onde.
La TFD-E s'écrit alors [83]
a(t;k,x) = & u(t,x+ nxpiy)e 2Pkn, (3.25)
n2E
La transformée inverse en espace s'écrit quant a elle
u(t,x) = a(t;k,x)ePkdk . (3.26)
0

Une propriété fondamentale de la TFD-E, appelée parfois dans la littérature formule de
Bloch permet de relier directement la réponse d'une tranche W, a la tranche suivante
W, + 1. Elle s'écrit

a(t;k,x + xoiy) = e?P<a(t;k,x) . (3.27)

En combinant la TFT et la TFD-E, on peut en n dé nir une Transformée de Fourier
Discréete Espace-Temps, notée plus simplement TFD-ET par la suite.

Z
B(f;k,x) = 8 u(t,x+ nxgiy) e 2PUHkn) gt (3.28a)
R n2
nZE |
=4 u(t,x + nxgiy) e 2P(ftrknge (3.28b)
n2E R

On utilise sans démonstration le fait que I'on peut indifféremment commencer par la
TFD-E ou la TFT. Dans le reste du mémoire, quand cela n'est pas ambigu, on utilise

simplement la majuscule U pour désigner Ban d'alléger les notations.

Propriétés de la TFD-ET

Le caractere discret de la TFD-E induit des comportements spéci ques tels que le
repliement(aliasingen anglais). Ce phénomeéne, parfois nommeérepliement de Bragdans
la littérature, n'étant pas trés familier dans le domaine des nombre d'ondes, il semble
intéressant de l'expliciter sur un exemple simple analytiqgue. Dans le domaine des fré-
guences au contraire, il est bien connu sous le nom dethéoréme de Shannomn signal
temporel discrétisé a une fréquence d'échantillonnage fqc, Voit son spectre fréquentiel

repliéa f = % Dans le domaine des nombres d'onde, c'est la périodicité du milieu xg
qui j